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基于 NSGA-III 的半球谐振陀螺的频率裂解补偿∗

高忠峰,李平华,乔　 琦,廖嘉洛,庄须叶

(山东理工大学机械工程学院　 淄博　 255000)

摘　 要:半球谐振陀螺是目前精度最高的一种振动陀螺。 对于半球谐振陀螺,在制造过程中难以完全避免的工艺缺陷会导致谐

振子的质量、刚度、品质因数、密度、弹性模量、阻尼等参数周向分布不均匀,产生频率裂解现象,使得主、次振动存在误差耦合。
传统的频率分裂补偿方法会导致半球谐振陀螺的品质因数降低,且存在补偿成本高、操作复杂等问题。 提出了一种电平衡补偿

方案,通过对不同的电极施加静电力改变谐振子的刚度,实现对频率裂解的补偿,并结合 NSGA-III 多目标优化算法对补偿参数

进行了优化,首次将静电修调方案对谐振子本身性能的影响、功耗问题以及该方案所能提供的频率裂解补偿值同时进行考虑,
以实现针对半球谐振陀螺频率裂解的最优补偿。 经过验证,该方法针对不同的谐振子和频率裂解在所选参数下能够给出最优

的补偿方案,频率分裂补偿值提高了 50. 2% ,补偿电压的需求分别降低 6. 3% 和 56. 3% ,补偿精度高于 0. 5
 

mHz;补偿后谐振子

的检测误差降低了一个数量级,固有频率仅降低 2. 3% 。 该方案可以有效提高陀螺仪的动态性能,为半球谐振陀螺的频率裂解

的最优化补偿提供了一种参考,且该方法同样适用于杯型、环形等哥氏陀螺仪。
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Abstract:The
 

hemispherical
 

resonator
 

gyroscope
 

( HRG )
 

is
 

currently
 

the
 

most
 

accurate
 

type
 

of
 

vibrating
 

gyroscope.
 

However,
 

manufacturing
 

defects
 

inevitably
 

cause
 

uneven
 

circumferential
 

distribution
 

of
 

parameters
 

such
 

as
 

mass,
 

stiffness,
 

quality
 

factor,
 

density,
 

elastic
 

modulus,
 

and
 

damping
 

in
 

the
 

resonator,
 

leading
 

to
 

frequency
 

splitting
 

and
 

coupling
 

errors
 

between
 

primary
 

and
 

secondary
 

vibrations.
 

Traditional
 

frequency
 

splitting
 

compensation
 

methods
 

often
 

reduce
 

the
 

quality
 

factor
 

and
 

involve
 

high
 

costs
 

and
 

complex
 

operations.
 

In
 

contrast,
 

an
 

electrostatic
 

balance
 

compensation
 

scheme
 

has
 

been
 

proposed,
 

which
 

applies
 

electrostatic
 

forces
 

to
 

different
 

electrodes
 

to
 

adjust
 

the
 

resonator′s
 

stiffness
 

and
 

compensate
 

for
 

frequency
 

splitting.
 

When
 

combined
 

with
 

the
 

NSGA-III
 

multi-objective
 

optimization
 

algorithm,
 

this
 

approach
 

optimizes
 

the
 

compensation
 

parameters
 

while
 

considering
 

the
 

impact
 

on
 

resonator
 

performance,
 

power
 

consumption,
 

and
 

the
 

achievable
 

frequency
 

splitting
 

compensation
 

values.
 

Validation
 

results
 

demonstrate
 

that
 

this
 

method
 

provides
 

optimal
 

compensation
 

for
 

frequency
 

splitting
 

in
 

various
 

resonators
 

and
 

frequency
 

splits,
 

achieving
 

a
 

50. 2%
 

increase
 

in
 

compensation
 

value.
 

It
 

also
 

reduces
 

required
 

compensation
 

voltages
 

by
 

6. 3%
 

and
 

56. 3% ,
 

maintaining
 

an
 

accuracy
 

better
 

than
 

0. 5
 

mHz.
 

After
 

compensation,
 

measurement
 

errors
 

decreased
 

by
 

an
 

order
 

of
 

magnitude,
 

with
 

only
 

a
 

2. 3%
 

reduction
 

in
 

natural
 

frequency.
 

This
 

approach
 

significantly
 

enhances
 

the
 

dynamic
 

performance
 

of
 

gyroscopes
 

and
 

offers
 

valuable
 

insight
 

for
 

optimal
 

frequency
 

splitting
 

compensation
 

in
 

HRGs.
 

It
 

can
 

also
 

be
 

applied
 

to
 

other
 

types
 

of
 

gyroscopes,
 

such
 

as
 

cup
 

and
 

ring
 

gyroscopes.
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0　 引　 　 言

　 　 半球谐振陀螺作为科里奥利振动陀螺的典型代表之

一,具有精度高、寿命长、可靠性高等特点[1-2] 。 然而在制

造过程中,难以完全避免的工艺缺陷,会导致谐振子的质

量、刚度、品质因数、密度、弹性模量等周向分布不均匀,
反映到谐振子振动过程中,会产生频率裂解现象,使得

主、次振动存在误差耦合[3-4] 。
针对这一问题,王潺等[5]提出采用金刚石磨头对谐振子

质量进行粗修的方法将频差修调至0. 017 4
 

Hz;Hamelin 等[6]

利用焦耳热对多晶硅微半球共振陀螺仪进行机械共结晶

调节,将分频值从 40
 

Hz 降低到 0. 1
 

Hz,然而机械加工往往

缺乏可控性,精度低,容易导致其他物理性能参数的不均

匀,且需要进行多轮修调,操作复杂。 Wang 等[7-8] 采用化

学腐蚀的方法对谐振子进行质量平衡,修调频差可至

0. 025
 

Hz,但腐蚀工艺操作要求高,腐蚀液对环境和操作人

员有危害。 Kim 等[9] 将激光刻蚀技术与深度反应离子刻

蚀(deep
 

reactive
 

ion
 

etching,DRIE)相结合,实现了精度超

过 0. 1
 

Hz 的分频微调;Behbahani 等[10] 则使用晶圆级处理

将 13
 

Hz 的模态频率差降低到 5
 

mHz 以下,然而,激光蚀

刻容易导致热损伤层,而掩膜层和昂贵的设备都提高了调

谐成本。 陈一铭等[11]应用离子刻蚀的方法使谐振子频差

降低至 0. 002 9
 

Hz;Medicon 公司[12] 研制的半球形谐振陀

螺仪离子束刻蚀设备,利用该设备可以将半球陀螺的频率

裂解降至 0. 002 1
 

Hz,但离子束刻蚀耗费时间长、设备昂

贵、工艺复杂,还会造成谐振子品质因数降低[13] 。
针对频率裂解问题提出了一种电平衡补偿方案,利

用刚度软化原理对谐振子的频率进行调谐,将频率裂解

值实现不同数量级的降低,以提高谐振子的性能。 在此

基础上, 结合非支配排序遗传算法-III ( non-dominated
 

sorting
 

genetic
 

algorithm-III,
 

NSGA-III)优化算法对补偿参

数进行了优化,在保证所能补偿的频率裂解值尽可能大的

条件下,降低了功耗和加工难度,使补偿方案更容易实现。
经过理论计算以及仿真验证,该补偿方案能够针对不同的

半球谐振陀螺给出最优的补偿方案,从而大大改善半球谐

振子的性能,而且该方案适用于所有类型的高品质因数和

较低频率裂解值的全角陀螺仪。

1　 半球谐振陀螺的频率裂解分析

1. 1　 频率裂解产生原因

　 　 本研究采用了环形模型来进行分析与阐述,图 1 为

该模型的几何表示。
通过分析环形谐振子的动力学模型并跳过中间计算

步骤,可以得到无量纲形式的模型振动方程[14] 为:

图 1　 半球谐振子的环形模型

Fig. 1　 Ring
 

model
 

of
 

hemispherical
 

resonator

w
··
″ -w

·· + κ 2(w(6) + 2w(4)w″) + κ 2ξ(w·(6) +

2w·(4)w·″) + 4Ωw·′ + 2Ω
·
w·′ - Ω2(w(4) + 3w″) =

1
ρS

(p″w - p′v) (1)

其中,κ2 = EJ / ρSR4,ρ 为环形材料密度,E 为材料的

弹性模量,S 为环的横截面积,J 为环的横截面相对于旋

转轴的惯性矩,R 为环半径;w(φ,t)为环上各点的法向

位移;pw 和 pv 分别为外载荷在环的法向和切向上的投

影;ξ 为描述材料非弹性松弛衰减时间的无量纲量,即摩

擦引起的损耗;Ω 为角速度,方向与环面垂直。
分析中在不考虑衰减因子作用的情况下,令式(1)

中的 ξ= 0;无外作用时,令 pw = 0 和 pv = 0;不考虑旋转时,
令 Ω = 0。

对于密度不均匀的半球谐振陀螺密度分布函数进行

傅里叶分解得到:

ρ = ρ0 1 + ∑
i

χ
icosiφcosiθi +
χ
isiniφsiniθi

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú( ) ,i = 1,2,3,4……

(2)
其中,ρ0 为平均密度,

 χ
i 为密度谐波的相对分量,

ρ0
χ
i 为密度的第 i 次谐波分量的真实幅度,θi 为密度的

第 i 次谐波分量的初相位。
伽辽金法是一种基于变分原理的数值方法,用于求

解微分方程的近似解。 这种方法的核心思想是将微分方

程转化为一个变分问题,通过最小化残差(方程左边与右

边之差)的某种范数来找到近似解[15] 。
利用伽辽金法解方程(1),设解的结构为:
w(φ,t) = a( t)cos2φ + b( t)sin2φ (3)
其中,a( t)与 b( t)分别为方程解中余弦与正弦分量

的幅值函数。 令 Ω2 =
 

0, Ω
·

= 0, 将式(2)代入并使误差

函数最小化得到:

a
··

( t) + 36
5
κ2ξ + 18

5
κ2ξ χ4cos4θ4( ) a

··
( t) +

36
5
κ2 1 - 1

2
χ

4cos4θ4( ) + 4
5
Ω2( ) a( t) +

- 18
5
κ 2χ

4sin4θ 4 - 4
5
Ω
·( ) b( t) -
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8
5
Ω - 18

5
κ 2ξ χ

4sin4θ 4( ) b
·
( t) = 0

b
··

( t) + 36
5
κ 2ξ - 18

5
κ 2ξ χ

4cos4θ 4( ) b
·
( t) +

36
5
κ 2 1 + 1

2
χ

4cos4θ 4( ) + 4
5
Ω2( ) b( t) +

- 18
5
κ 2χ

4sin4θ 4 + 4
5
Ω
·( ) a( t) +

8
5
Ω - 18

5
κ 2ξ χ

4sin4θ 4( ) a·( t) = 0 (4)

可以看出,密度四次谐波分量造成了频率裂解以及

耦合误差项。 其中四次谐波分量引起的频率裂解值为:

Δω =

36
5
κ 2 1 + 1

2
χ

4cos4θ 4( )

- 36
5
κ 2 1 - 1

2
χ

4cos4θ 4( )
=

36
5
κ 2

1 + 1
2
χ

4cos4θ 4

- 1 - 1
2
χ

4cos4θ 4

≈ 1
2
χ

4cos4θ 4
36
5
κ 2 =

1
2
ω 0

χ
4cos4θ 4 (5)

其中,Δω 表示四次谐波分量引起的频率裂解值。 分

析式(5)可知,频率裂解值的大小与四次谐波的幅值和

初始相位均有关。
1. 2　 频率裂解的影响

　 　 Zhang 等[16] 推导了半球谐振陀螺周向不均匀的二阶

振动方程,取 Ω2 =
 

0, Ω
· = 0 得到:

　 　 x
··+ 2

τ
+ Δ

1
τ( ) cos4θ τ( ) x· + (ω 2 - ωΔωcos4θω)x =

fx - Δ
1
τ( ) sin4θ τy· + 4kΩy· + ωΔωsin4θωyy

·· +

2
τ

+ Δ
1
τ( ) cos4θ τ( ) y· + (ω 2 - ωΔωcos4θω)y =

fy - Δ
1
τ( ) sin4θ τx· - 4kΩx· + ωΔωsin4θωx (6)

其中,x 和
 

y 为两模态的振动位移,τ 为阻尼因子,k
 

为

角增益系数,θτ 和 θω 分别为阻尼轴和刚度轴夹角,ω 为谐振

子工作模态的振动频率。 将谐振子的二阶振动方程分解:
x = Xssin ωt + Xccos ωt
y =Yssin ωt + Yccos ωt

(7)

其中,Xs
 、Xc 分别为位移 x 的正弦分量与余弦分量的

幅值,Ys、Yc 分别为位移 y 的正弦分量与余弦分量的幅

值。 设定工作为全角模式,没有激励,忽略阻尼项,则一

阶微分方程组模型,可以化简为:

X·s =- 0. 001Xs + Δω
2
Xc + 4

5
ΩYs;

X·c = - Δω
2
Xs - 0. 001Xc + 4

5
ΩYc

Y·s = - 4
5
ΩXs - 0. 001Ys - Δω

2
Yc;

Y·c = - 4
5
ΩXc + Δω

2
Ys - 0. 001Yc

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(8)

由于对旋转角速度的输入和频率裂解值的影响同时

作用的分析较为复杂[17] ,因此采用控制变量法进行分

析,并忽略小系数,观察角速度和频率裂解值对振动信号

的影响,如图 2 ~ 4 所示。

图 2　 无角速度时频率裂解的影响
Fig. 2　 Effect

 

of
 

frequency
 

splitting
 

without
 

angular
 

velocity
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图 3　 有角速度时频率裂解的影响

Fig. 3　 Effect
 

of
 

frequency
 

splitting
 

with
 

angular
 

velocity

图 4　 不同角速度时频率裂解的影响

Fig. 4　 Effect
 

of
 

frequency
 

splitting
 

with
 

different
 

angular

　 　 分析图 2 ~ 4 可知,频率裂解值会导致谐振子检测信

号存在正交误差,且输出信号不再和输入角速度成比例

关系。 频率分裂值越大、角速度越小时该现象越明显。

2　 频率裂解的平衡方法研究

　 　 设计频率裂解的离散电极补偿方案,如图 5 所示。

圆周角从两不同刚性轴中的频率较高的刚性轴 φ = 0 算

起,其中第 1 组电极 1、5、9、13 施加相同的直流电压 V1,

第 2 组电极 2、6、10、14 施加相同的直流电压 V2。 这两组

电极的电压互不干扰,可分别进行控制。

将施加的补偿电压的平方展开为傅里叶级数,保留

四次谐波:
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图 5　 补偿方案

Fig. 5　 Compensatory
 

method

V1
2(φ) =

2V1
2

π
(2φ

p
+ sin2φpcos4φ)

V2
2(φ) =

2V2
2

π
(2φ

p
+ sin2φpsin4φ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(9)

其中,φp 为电极板弧度。 分析式(9),傅里叶展开后

的补偿电压的平方包含了四次谐波,则此时所施加在半

球谐振陀螺上的电场力可以表示为:

FE(φ) = -
ε0L
2d2V

2(φ) ≈-
ε0L

2(d0 + w) 2V
2(φ) ≈

-
ε0L

2d0
2 1 + 2w

d0
( )

V2(φ) = -
ε0L

πd0
2 1 + 2w

d0
( )

×

(V1
2 + V2

2)2φ3π + V1
2sin2φ3πcos4φ +

V2
2sin2φ3πsin4φ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(10)

采用伽辽金法,将式(10)代入并化简得到:

FE(φ) ≈-
ε0L

πd0
2 1 - 2w

d0
( )

(V1
2 + V2

2)2φ2π +

V1
2sin2φpcos4φ +

V2
2sin2φpsin4φ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

=

-
ε0L

πd0
3

2(V1
2 + V2

2)d0φp + V1
2d0sin2φpcos4φ +

V2
2d0sin2φpsin4φ -

2[a( t)cos2φ + b( t)sin2φ]

[(V1
2 + V2

2)2φp] + V1
2sin2φpcos4φ +

V2
2sin2φpsin4φ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(11)

对 FE
 (φ)求导,并带入

1
ρS

FE″(φ), 即:

1
ρS

FE(φ) ″ =

-
ε0L

ρSπd0
3

- 16d0V1
2sin2φ3πcos4φ +

16d0V2
2sin2φ3πcos4φ +

8[a( t)cos2φ + b( t)sin2φ]
[(V1

2 + V2
2)2φ3π] -

32[ - a( t)sin2φ + b( t)cos2φ]
- V1

2sin2φ3πsin4φ +

V2
2sin2φ3πcos4φ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
+

40[a( t)cos2φ + b( t)sin2φ]

V1
2sin2φ3πsin4φ +

V2
2sin2φ3πcos4φ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(12)

将电场力代入到式(1)中,省略中间计算过程可得:

a
··

( t) +

36
5
κ2 -

16ε0L
5ρSπd0

3φp(V1
2 + V2

2) -

4ε0L
5ρSπd0

3V1
2sin2φp

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

a( t) =

4ε0L
5ρSπd0

3V2
2sin2φpb( t)

b
··

( t) +

36
5
κ2 -

16ε0L
5ρSπd0

3φp(V1
2 + V2

2) +

4ε0L
5ρSπd0

3V1
2sin2φp

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

b( t) =

4ε0L
5ρSπd0

3V2
2sin2φpa( t) (13)

其中,ε0 为真空介电常数,L 为电极板长度,d0 为宽

度,S 为电极板有效面积,S≈
 

L·
 

h,分析式(13)可得频率

裂解补偿值为:

Δf =
2ε0LV1

2

5π2ω0ρSd0
3 sin2φp (14)

另外,直流分量部分 (V2
1 + V2

2)2φp 的乘积使得谐振

子固有频率降低,而电压 V2 用于补偿频率裂解造成的耦

合项。 由此分析,当所能提供的频率裂解补偿值越大时,
谐振子要求更薄,这不仅增加了加工难度,而且当谐振子

壁厚越薄,品质因数也会降低,半球谐振陀螺动态性能将

会更差,更容易出现漂移现象,降低其检测精度[18-19] ;此
外,施加的补偿电压及电极需要设置的更大,还要求与谐

振子间距尽可能小,这也增加了功耗和实现难度,所以一

味追求频率裂解补偿值的大小是不可取的,为了获得更

优的补偿方案,需要对补偿参数进行优化,以获取最佳补

偿方案。
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3　 补偿方案优化

3. 1　 NSGA-III 参数优化算法

　 　 设定 3 个补偿参数如式( 15),三者之间的关系如

图 6 所示。

f1 =
2ε0V1

2

5π2ρhd0
3ω0

sin2φp

f2 =
2ε0V2

2

5π2ρhd0
3ω0

sin2φp

f3 = (V1
2 + V2

2)2φp

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(15)

其中,f1 表示所能补偿的频率裂解值的大小,f2 表示

所能补偿的耦合项补偿值的大小,f3 代表谐振子固有频

率下降值及功耗。

图 6　 优化目标之间的关系

Fig. 6　 Relationship
 

between
 

optimization
 

goal

对于这 3 个相互矛盾的子目标需要同时进行求解寻

优,采用人工求解难以在多目标之间进行平衡,而且所需

的计算量极大,效率很低。
随着人工智能技术的不断发展,大多数研究人员开

始将多目标智能优化算法应用于多目标优化的问题中,
其中 非 支 配 排 序 遗 传 算 法-II ( non-dominated

 

sorting
 

genetic
 

algorithm-II,
 

NSGA-II)利用非支配排序和拥挤度

距离的计算保证了解集的多样性,因此被广泛应用。 但

在高维空间中,优化参数的分布往往变得不均匀,导致某

些区域的解非常密集,而其他区域则缺乏解。 这种现象

使得优化的结果不能充分反映出问题的真实 Pareto
前沿。

为了解决其在高维目标空间中的不足,Deb 等[20] 改

进了 NSGA-II 算法,该算法被命名为 NSGA-III。 NSGA-
III 在迭代过程中,利用保存精英个体、快速非支配排序

机制及自适应归一化等手段实现了种群的高效迭代与均

衡分布,并在 NSGA-II 基础上采用了广泛分布参考点机

制,通过保存非支配的参考点种群成员来确保种群的多

样性,进而改善最优解分布的均匀性,增强算法的收敛能

力。 与 NSGA-II 相比,它规避了依赖拥挤度排序导致解

空间多样性不足从而陷入局部最优的问题;且允许用户

自定义参考点(如偏好某个目标子空间),使算法聚焦于

特定区域的解,满足实际工程需求,在解决多目标优化问

题时表现更佳,已被广泛用于工程优化(如飞机机翼设计

中平衡升力、阻力、重量、成本等多目标)、能源系统(如

电力调度优化经济性、环保性、可靠性等)、人工智能(如

神经网络结构搜索精度、速度、能耗多目标权衡)等领域。
采用 NSGA-III 算法对 3 个目标进行优化,算法的基

本步骤和参数处理如图 7 所示,算法流程如图 8 所示,补
偿参数选择范围如表 1 所示。 其中参数的选择充分考虑

了谐振子及电极的加工工艺和装配的实现难度以及补偿

方案实现的可行性,该范围的选择能够满足绝大多数谐

振子的使用要求,以实现对谐振子频率裂解的补偿。

图 7　 NSGA-III 算法参数处理

Fig. 7　 Parameter
 

handling
 

of
 

NSGA-III
 

algorithm

表 1　 优化参数及取值范围

Table
 

1　 Optimization
 

parameters
 

and
 

their
 

value
 

ranges

输入参数 参数取值

V1(一组电极电压) 0~ 200
 

V

V2(二组电极电压) 0~ 200
 

V

d(谐振子与电极板间距) 0. 000
 

1 ~ 0. 000
 

5
 

m

h(谐振子厚度) 0. 000
 

7 ~ 0. 000
 

1
 

m

Ψ(电极板大小) 5° ~ 20°

f(固有频率大小) 5
 

000
 

Hz

　 　 NSGA-III
 

算法的具体步骤为:
1)确定初始变量(输入参数及输出参数) 并设置迭

代次数及种群大小 N;
2)计算参考点个数。 以目标函数个数和决策变量维

度计算参考点个数,并生成初始种群 P t;
3)计算每个个体的适应度值。
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图 8　 NSGA-III 算法流程

Fig. 8　 Flowchart
 

of
 

NSGA-III
 

algorithm

4)对种群 P t 中的个体进行选择、交叉和变异操作,
生成新种群

 

Qt
 。

5)合并种群 P t 和 Qt,重新生成 2N 大小的种群,应
用非支配排序机制和参考点的个体选择进行排序。

6)根据排序结果从 2N 大小的种群中选择前
 

N 个

体,生成新种群 P t+1。
7)返回,从 3)开始执行,直至达到最大迭代次数。
通过归一化方法对各目标进行归一化处理后得到目

标矢量 f = ( f n
1 (x),f n

2 (x),…f n
M ) T。 在实际应用中可以

根据决策指标的重要性设置权重矢量。
3. 2　 实验结果分析

　 　 设定种群数目为 100,迭代次数为 200,将优化目标

和参数输入到 NSGA-III 算法中进行迭代优化,优化结果

如图 9 所示。
对优化结果进行分析可知,在该参数范围内,所能

补偿的频率裂解最大值约为 0. 962
 

Hz,此时对应的固

有频率的平方下降值> 50
 

000,交叉耦合的补偿项在

0. 3 附近,已经适用于绝大多数经过粗修后的半球谐振

陀螺。

图 9　 NSGA-III 优化结果

Fig. 9　 Optimization
 

results
 

of
 

NSGA-III

另外,考虑到少部分具有较大频率裂解值的半球谐

振陀螺难以使用诸如离子束修调、激光刻蚀等方法实现

修调[21] ,因此研究改变补偿参数的范围以实现对存在相

对较大频率裂解的谐振子的补偿,补偿参数选择范围如

表 2 所示,优化结果如图 10 所示。

表 2　 优化参数及改变后的取值范围

Table
 

2 Optimized
 

parameters
 

and
 

their
 

updated
 

value
 

ranges

输入参数 参数取值

V1(一组电极电压) 0~ 300
 

V

V2(二组电极电压) 0~ 300
 

V

d(谐振子与电极板间距) 0. 000
 

05~ 0. 000
 

5
 

m

h(谐振子厚度) 0. 000
 

5 ~ 0. 001
 

m

Ψ(电极板大小) 5° ~ 20°

f(固有频率大小) 5
 

000
 

Hz

图 10　 NSGA-III 优化结果

Fig. 10　 Optimization
 

results
 

of
 

NSGA-III

　 　 对优化结果进行分析,在更改后的参数范围内,所能
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补偿的频率裂解最大值约为 14
 

Hz,此时对应的固有频率

的平方下降值对应项>70
 

000,交叉耦合的补偿项在 1. 5
之上。 表 3 给出了在 f1 参数最大时,两种方案的补偿参

数对比。

表 3　 两种方案补偿参数对比

Table
 

3　 Comparison
 

of
 

compensation
 

results
 

of
 

two
 

schemes

方案 f1 f2 f3 V1 / V V2 / V h / mm d / mm Ψ / ( °)

1 0. 962 0. 288 54
 

902 189. 8 105. 9 0. 70 0. 10 14. 6

2 14. 29 2. 309 70
 

187 234. 1 94. 8 0. 52 0. 05 15. 7

　 　 对比两种方案,虽然在改变后的参数范围下的加工

难度和补偿电压有所提高,也牺牲了部分陀螺动态性能

(固有频率略有下降),但是所能补偿的频率裂解最大值

提高了一个数量级,所能补偿的耦合项误差也更大,更适

合加工误差较大的工况下的应用。
为筛选出最优结果,在实际应用中可以根据优化指

标的重要性设置权重矢量,并使优化目标数量级一致,如
式(16)所示。 其中,所选参数的

 

f
 

值越大时,方案越优。
f = 10

 

000P1 f1 + 10
 

000P2 f2 - P3 f3 (16)
其中,P1、P2、P3

 分别为补偿参数
 

f1、 f2、 f3
 的权重系

数。 方案设计的主要目标为半球谐振陀螺的频率裂解的

补偿,所以在决策中
 

f1
 的权重最大,其次是耦合项补偿值

 

f2
 和代表功耗以及谐振子固有频率下降值的

 

f3,因此设

置 P1 = 0. 5,P2 = 0. 4,P3 = 0. 1。
图 11 为实验装置图,为了验证方案的有效性,针对

频率裂解值为 0. 76
 

Hz 的半球谐振陀螺进行补偿。

图 11　 实验装置

Fig. 11　 Experimental
 

setup

根据 Lynch 等[22] 提出的平均方法,忽略阻尼和控制

力的影响,进动角的动态方程可以表示为:

θ
·=- κΩ + 1

2
Δωcos2(θ - θω) Q

E
(17)

其中,Q 和 E 分别为正交控制信号和能量控制信号,

Q= 2aq,E=a2 +q2,a 和 q 分别对应谐振子椭圆振型的长

轴和短轴。 为了便于进行误差分析,设定仿真参数为

a= 1,q= 0. 02,即正交误差为 2% ,Δω = 0. 76
 

Hz,θω = 0°,
Ω= 180° / s,得到进动角检测的对比结果如图 12 所示。

图 12　 进动角检测结果对比

Fig. 12　 Comparison
 

of
 

precession
 

angle
 

measurement
 

results

分析图 12 可以发现,误差以角速度的二倍频变化,
在初始时间段内,由频率裂解引起的误差较小,但是误差

会随着时间积累,最终对检测结果造成较大的影响,这与

式(17)的理论分析一致。
图 13 直观地展示了在 Ω= 90° / s 时频率裂解对角速

度检测的影响。

图 13　 频率裂解引起的检测误差

Fig. 13　 Detection
 

error
 

caused
 

by
 

frequency
 

splitting

分析图 13 可知,在所选参数下,0. 76
 

Hz 的频率裂解

造成角速度的额外检测误差约为 1. 2% 。 利用所提出的

优化方案进行补偿,基于式(16)对图 9 中的优化结果进

行筛选,筛选范围设定 f1 处于 0. 5 ~ 0. 9 之间,得到一组

该权重下的最优结果,如表 4 所示。
利用该方案对半球谐振子进行补偿,结果如图 14 所

示,误差经过补偿后大大降低,频率裂解造成角速度的额

外检测误差由 1. 2%降低至 0. 11% ,检测精度提高了一个

数量级, 验证了方案的有效性。 将该补偿参数代入

式(13)中,计算得到固有频率下降为 113. 6
 

Hz,约为

2. 3% ;固有频率的降低可能会导致谐振子的抗干扰能力

有所下降,但该方案所施加的静电力不会改变谐振子的

阻尼即品质因数,因此对谐振子的动态性能影响较小。
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表 4　 最佳补偿方案参数

Table
 

4　 Parameters
 

for
 

the
 

optimal
 

compensation
 

scheme

参数 最优参数取值

V1(一组电极电压) 187. 341
 

112
 

2
 

V

V2(二组电极电压) 87. 345
 

445
 

3
 

V

d(谐振子与电极板间距) 0. 000
 

1
 

m

h(谐振子厚度) 0. 000
 

700
 

158
 

m

Ψ(电极板大小) 13. 669
 

715
 

59°

f1 0. 751
 

010
 

722
 

6

f2 0. 163
 

252
 

738
 

8

f3 40
 

774. 463
 

17

图 14　 补偿之后的角速度检测信号

Fig. 14　 Angular
 

velocity
 

detection
 

signal
 

after
 

compensation

　 　 在半球谐振陀螺的加工参数确定后,该补偿方案的

精度仅取决于所施加直流电压的精度,目前直流电源的

　 　 　 　

精度已经达到 1
 

mV 以上,即使针对具有较大固有频

率( >10
 

kHz)的谐振陀螺和其他不利因素诸如较小的补

偿电极(电极角度<5°)、较大的谐振子厚度( >1
 

mm)等,
在不考虑计算误差的情况下,经式(15)可得该方案补偿

精度仍能保持在 0. 5
 

mHz 以上。
表 5 为优化方案的结果对比,可以发现经过优化设

计,将频率补偿值提高了 50. 2% ,补偿电压的需求分别降

低 6. 3%和 56. 3% ,对谐振子的要求也有所降低。

表 5　 优化方案的结果对比

Table
 

5　 Comparison
 

of
 

the
 

results
 

of
 

optimization
 

schemes

补偿参数 未优化前 优化后 优化程度 / %

V1 200
 

V 187. 341
 

112
 

2
 

V 6. 3

V2 200
 

V 87. 345
 

445
 

3
 

V 56. 3

d 0. 000
 

1
 

m 0. 000
 

1
 

m —

h 0. 000
 

7
 

m 0. 000
 

700
 

158
 

m 0. 02

Ψ 20° 13. 669
 

715
 

59° 31. 6

f1 0. 5 0. 751
 

010
 

722
 

6 50. 2

f2 0. 14 0. 163
 

252
 

738
 

8 15. 9

f3 25
 

000 40
 

774. 463
 

17 —

　 　 本研究所提出的设计方案的不仅有效降低了频率裂

解,提高了检测精度,并且基于 NSGA-III 算法的优化,在
所能补偿频率裂解值较大的情况下,仍能确保补偿方案

对谐振子的影响较小并降低补偿难度。 该补偿方案相对

于现有补偿方案的对比如表 6 所示。

表 6　 设计方案与现有方案的对比

Table
 

6　 Comparison
 

between
 

the
 

design
 

scheme
 

and
 

existing
 

scheme

补偿方案 频差修调值 / Hz 优点 缺点

机械加工[3] 0. 017
 

4 效率高,设备要求低,工艺简单 精度较低,可控性差

化学刻蚀[7-8] 0. 025 效率高,品质因数得到改善 工艺难控制,腐蚀液有害

激光刻蚀[9-10,23] 0. 005 效率高,容易控制,非接触 增加损伤层,成本高

离子束刻蚀[11,24]
 

0. 001 精度高,对谐振子影响小 效率低、工艺复杂,降低品质因数

本研究 0. 000
 

5 精度高,易于实现,成本低,综合性能最优,设备简单 固有频率降低
 

(约 2. 3% )

　 　 机械加工和化学刻蚀的方案精度较低,难以将频差

降低至 mHz 数量级,而且机械加工的可控性较差,可能

会导致谐振子变形;化学刻蚀的工艺难以控制,腐蚀液有

害。 而激光刻蚀和离子束修调方案虽然精度有所提高,
可将频差修调至 mHz 水平,但其成本更高,而且激光刻

蚀容易产生热损伤层,离子束修调的效率极低,工艺复

杂,还会影响谐振子的品质因数。 相比之下,所设计的静

电力对频率裂解进行补偿的方案虽然略微降低了谐振子

的固有频率(2. 3% ),牺牲了谐振子的部分动态性能,但

精度能够达到 mHz 水平,方法实现简单,成本较低,而且

该方案基于 NSGA-III 算法优化了补偿参数,提高了其综

合性能。

4　 结　 　 论

　 　 针对半球谐振陀螺存在的频率裂解问题提出了一种

补偿方案,并利用 NSGA-III 算法对补偿参数进行了优

化,首次将静电修调下的频率裂解补偿值、对谐振子本身
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性能影响以及功耗等问题同时考虑。 经过验证,在以较

大的频率裂解补偿值减小谐振子检测误差的影响的同

时,降低了补偿方案对谐振子性能的影响、加工难度以及

功耗。
本研究所提出的方法可以针对不同的半球谐振陀螺

和频率裂解值给予最优的补偿方案,对杯型陀螺、环型陀

螺等哥氏振动陀螺也能够起到相同作用,在频率裂解的

补偿应用中有一定的参考价值。
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