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基于面积坐标形函数的阵列天线变形检测方法∗
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摘　 要:本研究针对薄板变形的畸变问题,提出了基于面积坐标形函数的重构方法。 不同于传统的基于雅克比矩阵的等参转换

方法,该方法引入面积坐标作为等参坐标与笛卡尔坐标之间的过渡,确保线性转换关系和形函数的二阶完备性。 消除了等参转

换中因单元畸变造成的精度下降隐患,增强了复杂结构变形重构模型的普适性。 并考虑到工程实际中的传感器粘贴限制,基于

经典 Kirchhoff 板的一阶剪切变形理论,提出了单面应变的重构方法。 通过建立多目标粒子群优化模型,得到传感器单面布置

的最优方案。 在天线结构模型的仿真和实验验证中,最大变形 60
 

mm 时,均方根误差 RMSE 为 0. 72
 

mm,百分比误差 PD 为

2. 89% 。 该方法实现了天线结构变形的高精度重构,有望应用于可变形天线结构的设计制造中。
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Abstract:To
 

address
 

the
 

distortion
 

issues
 

of
 

the
 

thin
 

plate
 

deformation
 

reconstruction,
 

this
 

study
 

developed
 

a
 

quadrilateral
 

element
 

model
 

based
 

on
 

the
 

area
 

coordinate
 

shape
 

function.
 

Unlike
 

the
 

traditional
 

isoparametric
 

transformation
 

method
 

reliant
 

on
 

the
 

Jacobian
 

matrix,
 

this
 

approach
 

introduces
 

area
 

coordinates
 

as
 

an
 

intermediary
 

between
 

isoparametric
 

and
 

Cartesian
 

coordinates.
 

This
 

ensures
 

linear
 

conversion
 

and
 

second-order
 

completeness
 

of
 

shape
 

functions,
 

eliminating
 

precision
 

degradation
 

caused
 

by
 

element
 

distortion
 

in
 

isoparametric
 

transformations
 

and
 

enhancing
 

the
 

model′ s
 

adaptability
 

for
 

complex
 

structures.
 

Considering
 

the
 

practical
 

limitations
 

of
 

sensor
 

placement,
 

the
 

study
 

also
 

presents
 

a
 

reconstruction
 

method
 

based
 

on
 

single-surface
 

strain,
 

grounded
 

in
 

the
 

first-order
 

shear
 

deformation
 

theory
 

of
 

classical
 

Kirchhoff
 

plates.
 

By
 

developing
 

a
 

multi-objective
 

particle
 

swarm
 

optimization
 

model,
 

the
 

optimal
 

sensor
 

layout
 

for
 

single-surface
 

arrangement
 

was
 

determined.
 

Simulation
 

and
 

experimental
 

validation
 

on
 

an
 

antenna
 

structure
 

model
 

demonstrated
 

that
 

with
 

a
 

maximum
 

deformation
 

of
 

60
 

mm,
 

the
 

root
 

mean
 

square
 

error
 

( RMSE)
 

was
 

0. 72
 

mm,
 

and
 

the
 

percentage
 

error
 

( PD)
 

was
 

2. 89% .
 

This
 

method
 

achieved
 

high-precision
 

deformation
 

reconstruction
 

of
 

antenna
 

structures
 

and
 

shows
 

promise
 

for
 

application
 

in
 

the
 

design
 

and
 

manufacturing
 

of
 

deformable
 

antenna
 

structures.
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0　 引　 　 言

　 　 作为相控阵雷达系统的核心组成部分,阵列天线对

雷达探测的精度和可靠性发挥着至关重要的作用。 为了

提升空中平台的探测距离和跟踪能力,阵列天线需要与

飞机表面高度集成,这对阵列结构的高柔性和轻量化提

出了新要求[1] 。 特别是在复杂气动载荷作用下,阵列天

线更易发生形变,严重影响其电磁性能。 为此,主动电磁

补偿概念应运而生[2] 。 该方法通过实时感知阵列天线的
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空间位姿,在线调整天线单元的激励相位,从而实现对天

线形变的实时补偿。 在未来的发展中,这种智能补偿技

术将成为确保空基预警平台性能的重要手段。
由于非接触式测量方法受环境干扰、测量距离和动

态场景影响,难以实现阵列天线变形的实时动态追踪,因
此,通过离散应变响应实时重构结构变形场的接触式测

量方法成为研究热点。 其中,FBG 光纤光栅传感器因其

质量轻、抗腐蚀、抗电磁干扰而备受青睐[3] 。 目前,国内

外的形状感知方法主要分为 3 类:模态法、Ko 法和逆有

限元法。 模态法[4-5] 依赖高精度有限元模型获取的模态

信息,但实验获取的模态振型信息不适合在线使用。
Ko 法[6-7] 使用分段线性化思想和离散应变积分方法,建
立应变和挠度的关系,但未解决传感器数据失真导致的

计算精度下降问题。 并且前两种方法都需要充分的先验

知识,比如材料属性,外载荷信息等,对于工程实践中的

复杂结构来说,这些均无法获取。
因此,美国 NASA 兰利研究中心的 Tessler 等[8-9] 提出

了第 3 类方法—逆有限元法,该方法无需先验知识,适用

于各种复杂结构的变形感知。 逆有限元法利用实测应变

和理论应变建立最小二乘变分方程[10] ,实现模型的三维

变形场重构。 该方法不仅在板[11] ,壳[12] ,梁[13] 等基础单

元和复合、夹层结构上实现了变形重构监测,而且在飞行

器,船舶,桥梁等工程结构上实现了形状感知和损伤鉴

定。 Gherlone 等[14-15] 基于铁木辛柯梁理论和 Mindlin 中

厚板理论,研究了翼型板的三维变形场感知。 陈康宇

等[16] 提出了基于依存插值函数的非奇异变形重构模型,
改进的单元积分方法有效解决了复杂翼型结构变形感知

中的病态问题。 接着,Belur 等[17] 提出了用快速傅立叶

变换处理全场位移解的逆有限元法,实现了仅通过传感

器网络预测固有频率、了解损坏情况的功能。 Dong 等[18]

提出了基于位移梯度的变尺寸方法,解决了每个逆单元

的优化问题,在少量单元的基础上实现了高效实时监测。
除了开发基础单元实现板壳变形感知外,还有学者将目

光聚焦到了优化传感器布局[19] 。 比如 Zhao 等[20] 提出了

基于特征值分析的光纤光栅传感器模型最优布局模型,
并通过粒子群优化求解。

然而,现有的变形重构方法对单元畸变问题研究较

少,未解决等参转换在单元畸变时产生的位移场完备性

缺失问题,且在工程实践中,传感器无法对称粘贴在结构

内外表面。 因此,本文提出了针对单元畸变的逆边界元

重构模型。 首先,针对畸变单元,推导基于面积坐标的高

阶形函数,保障在应变矩阵中使用显式积分,获得畸变单

元的精确解。 其次,针对传感器单面粘贴问题,提出基于

边界层的表面应变和实测值的最小二乘模型,并建立多

目标粒子群优化模型,得到传感器单面布置的最优方案。
最后,以某阵列天线结构为例,通过数值仿真和实验验

证,有效解决了畸变单元计算不准确的问题和传感器单

面粘贴的难题。

1　 变形重构方法

1. 1　 基于边界元法的理论应变

　 　 逆有限元法通过建立离散应变与理论应变之间的最

小二乘模型,实时计算结构的静态和动态位移场。 然而,
传统逆有限元法需在结构的上下表面粘贴传感器,这在

工程实践中并不总是可行。 为此,本文基于单面离散应

变提出了一种新型形状感知方法。
以经典 Kirchhoff 板的一阶剪切变形理论为例,板内

任意一点的变形场可表示为:

ux(x,y,z) = u0 + z ∂w
∂x

uy(x,y,z) = v0 - z ∂w
∂y

uz(x,y,z) = w0

(1)

其中,表面任意一点的位移 u = [ux,
 

uy,
 

uz]由中性

面变量组成,包括沿 3 个方向的位移(u0,
 

v0,
 

w0 )和中性

面沿 x 轴和 y 轴正向的转角
∂w
∂x

和
∂w
∂y

。

如图 1 所示,根据边界元理论建立三维变形场,选择

板单元的上、下表面为边界面,缩放中心 O1( xo,
 

yo,
 

zo)
与全局坐标系原点重合。 板内一点 X(x,

 

y,
 

z)的几何位

置可用节点坐标(x i,
 

y i,
 

zi)与相应的插值形函数 N i 表

示,如式(2)。 其中形函数的推导公式见第 2 章。

图 1　 四边形板单元结构

Fig. 1　 The
 

geometric
 

model
 

of
 

quadrilateral
 

plate
 

structure

x(ξ,η,ζ) = xo + ζ∑
4

i = 1
N i(ξ,η)x i

y(ξ,η,ζ) = yo + ζ∑
4

i = 1
N i(ξ,η)y i

z(ξ,η,ζ) = zo + ζ∑
4

i = 1
N i(ξ,η) zi

(2)

根据线弹性应变-位移理论,板单元的表面应变场如

式(3)所示。
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ε = [ε xx ε yy ε zz γ xy γ xz γ yz] T =
∂
∂x
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= Lue (3)

式中:L 表示微分算子;ue 表示位移变量。
而全局直角坐标系下的微分算子可以通过引入雅可

比矩阵 J 求解:
∂
∂x
∂
∂y
∂
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(4)

其中,雅可比矩阵 J 内的每一项可以表示为:
∂z
∂ξ

= ∑
4

i = 1
N i(ξ,η)x i,

∂y
∂ζ

= ∑
4

i = 1
N i(ξ,η)y i,

∂z
∂ζ

= ∑
4

i = 1
N i(ξ,η) zi

∂x
∂ξ

= ς∑
4

i = 1
N i(ξ,η)x i,

∂y
∂ξ

= ς∑
4

i = 1
N i(ξ,η)y i,

∂z
∂ξ

= ς∑
4

i = 1
N i(ξ,η) zi

∂x
∂η

= ς∑
4

i = 1
N i(ξ,η)x i,

∂y
∂η

= ς∑
4

i = 1
N i(ξ,η)y i,

∂z
∂η

= ς∑
4

i = 1
N i(ξ,η) zi

(5)

将式(5)带入式(3),可将微分算子 L 表示为局部坐

标的形式:

L = b1
∂

∂ζ
+ 1

ζ
b2

∂
∂ξ

+ b3
∂

∂η( ) =

1
J

A1
∂

∂ζ
+ 1

ζ
1
J

A2
∂

∂ξ
+ 1

ζ
1
J

A3
∂

∂η
(6)

其中,A1、A2 和 A3 表示形函数相对于局部坐标的偏

导数,可以写作:

A1 =
b11 0 0
0 b21 0
0 0 b31

b21 b31 0
b11 0 b31

0 b11 b21

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

T

A2 =
b12 0 0
0 b22 0
0 0 b32

b22 b32 0
b12 0 b32

0 b12 b22

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

T

A3 =
b13 0 0
0 b23 0
0 0 b33

b23 b33 0
b13 0 b33

0 b13 b23

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

T

(7)

其中,
b11 = y,ηz,ξ - z,ηy,ξb12 = y,ζ z,ξ - z,ζy,ξb13 =

y,ζ z,η - z,ζ y,η

b21 = x,η z,ξ - z,η x,ξb22 = x,ζ z,ξ - z,ζ x,ξb23 =

x,ζ z,η - z,ζ x,η

b31 = x,η y,ξ - y,η x,ξb32 = x,ζ y,ξ - y,ζ x,ξb33 =

x,ζ y,η - y,ζ x,η

(8)

1. 2　 单面测量应变与变形重构模型

　 　 参考材料力学中任意方向的应变与 3 个方向应变分

量的关系,可以将 Oxy 平面内任意方向的应变写为:
εm(x,y,θ) = [cos2θ sin2θ - cosθsin θ]

[ε xx ε yy γ xy]
T = t,θ [ε xx ε yy γ xy]

T (9)
由于垂直于中平面 εzz 的应变在平面应变问题中可

以忽略不计,因此应变场是面内应变
 

εm = {εxx
 ,εyy

 ,γxy
 } T

 

=L1u
e

 

和横向剪切应变
 

εg = {
 

γxz
 ,

 

γyz
 } T =L2u

e 的组合。
e(ue) = εm(x,y,θ) = t,θL1u

e (10)
g(ue) = {εg(x,z,β),εg(y,z,λ)} T = t,θL2u

e (11)
得到理论面内应变 e ( ue ) 和理论横向剪切应变

g(ue)的表达式后,根据最小二乘变分原理,建立理论应

变和实测应变(e∗ ,
 

g∗ )的最小二乘函数。
Φ(ue) = wm‖e(ue) - ε∗ ‖2 + wg‖g(ue) - γ∗ ‖2

(12)
其中,wm 和 wg 表示相应的权重系数。 当有实际测

量结果时,wm 和 wg 均为恒正的加权常数且被赋值为 1,
在缺少或无法检测到数据的情况下,加权常数则被赋予

一个极小值。 该值的选择原则是降低数据缺失对计算结

果的影响。 本文选择常数的标准参考了经典逆有限元文

献[11,15,21-23] ,其范围在 10-4 至 10-7。 计算分析表明,加权

常数的变化对结果的影响最小。 因此,本文选择 10-7 是

合理的。
求式(12)关于节点自由度(ue)的偏导数,可得到:
keue = f e (13)
在单元中,ke 和 fe 具体表达为式(14)和(15)。

ke = wm∑
n

i = 1
(Bm

i ) T t,θ i
(Bm

i ) + wg∑
n

i = 1
(Bg

i )
T(Bg

i ) (14)

f e = wm∑
n

i = 1
(Bm

i ) T t,θ i
εm(x i,y i,θ i) (15)

其中,t,θi 表示传感器的粘贴角度。
式(13)是一个逆有限元单元的重构方程,将多个逆

单元拼接起来,得到整个结构的变形重构方程:
KU = F (16)
其中,K 表示类刚度矩阵,是关于 FBG 传感器的分

布位置的函数;向量 F 是关于逆有限单元实测应变值的

函数,节点向量 U 则可以通过反解得到。
由于刚体模态的存在,全局类刚度矩阵 K 是奇异的,
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需要添加边界条件。 因此,式(16)中的非奇异矩阵和向

量可以简化为式(17):
KU = F (17)

1. 3　 畸变单元的形函数

　 　 传统的逆有限元法常采用雅可比矩阵构造等参转

换,然而在形函数对笛卡尔坐标的偏导数中,出现了雅可

比矩阵的逆。 如式(18),由于 J 的行列式在分母位置,
雅可比矩阵的逆只能通过数值积分近似求解[24] 。

∂N
∂x
∂N
∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

= J -1

∂N
∂ξ
∂N
∂η

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

= 1
J

∂y
∂η

- ∂y
∂ξ

- ∂x
∂η

∂x
∂ξ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂N
∂ξ
∂N
∂η

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(18)

此外,Lee 等[25] 证明高次项 ξ2η2 的存在提供了畸变

单元中二次位移场的精确表达。 因此,需要通过引入面

积坐标,建立等参坐标与笛卡尔坐标之间的联系。 这不

仅保证了面积坐标与笛卡尔坐标之间的线性转换关系,
而且保证了形函数具有高阶项。 此外,形函数可以用插

值多项式表示,因此可以在应变矩阵中使用显式积分,以
获得畸变单元的精确变形解。

如图 2 所示,凸四边形单元中任意点 P( x,
 

y) 由面

积坐标 L1,L2,L3 和 L4 确定,其定义如式(19),S 是四边

形 1234 的面积,S i 分别是三角形 P23,P34,P41 和 P12
的面积。

图 2　 四边形面积坐标的定义

Fig. 2　 The
 

definition
 

of
 

quadrilateral
 

area
 

coordinates

L i =
S i

S
　 　 ( i = 1,2,3,4) (19)

式(19)的 4 个面积坐标也可以表示为:

L i =
1

2S
( l i + mix + n iy)　 　 ( i = 1,2,3,4) (20)

式中:l i,mi,和 n i,可以表示为 4 个节点(x i,
 

y i)的笛卡尔

坐标的组合,如下:
l i = x jyk - xky j,

 

mi = y j - yk,
 

n i = xk - x j

( i,
 

j,
 

k
 

= 1234
 

)
(21)

4 个无量纲参数 g i( i = 1,2,3,4)可以用面积坐标表

示,如式(22)。

g1 = S′
S

,
 

g2 = S″
S

,
 

g3 = 1 - g1,
 

g4 = 1 - g2 (22)

其中,S′和 S″分别为三角形 124 和三角形 134 的面

积。 由于存在两个相互独立的无量纲参数 g1 和 g2,因此

面积坐标 L i 必须满足两个独立方程[26] :
L1 + L2 + L3 + L4 = 1 (23)
g1g2L2 - g2g3L3 + g3g4L4 - g4g1L1 = 0 (24)
此时,面积坐标 L i 可以在等参坐标系(ξ,

 

η)中用插

值多项式来表示:

L1 = 1
4

(1 + η)[g2(1 - ξ) + g3(1 + ξ)]

L2 = 1
4

(1 - ξ)[g3(1 - η) + g4(1 + η)]

L3 = 1
4

(1 - η)[g4(1 + ξ) + g1(1 - ξ)]

L4 = 1
4

(1 + ξ)[g1(1 + η) + g2(1 - η)]

(25)

同时,节点位移场可以写成基于面积坐标 L i
 ( ξ,

 

η)
的二阶插值多项式,据此,形函数 N i

 (ξ,
 

η)可表示如下:

N i(ξ,η) = -
gk

2
+ L i + L j + ξiη igkP

( i = 1,2,3,4;j = 2,3,4,1;k = 3,4,1,2)
(26)

其中,P 可以用面积坐标和无量纲参数表示:

P =
3(L4 - L2)(L1 - L3) - (g3 - g4)(L4 - L2)

1 + g2g4 + g3g1

-

(g2 - g3)(L1 - L3) + 1
2

(g3g1 - g2g4)

1 + g2g4 + g3g1
(27)

简化形函数,可以在等参坐标系下得到二阶完备多

项式:
N i(ξ,η) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξ

2 + a5ξη +
a6η

2 + a7ξ
2η + a8ξη

2 + a9ξ
2η2 (28)

为得到笛卡尔坐标系下的多项式,需对式(28)进行

如下的一阶导数变换:

∂
∂x
∂
∂x

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

= 1
2A

m1 m2

n1 n2

m3 m4

n3 n4

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T

∂
∂L1

∂
∂L2

∂
∂L3

∂
∂L4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(29)

随后,形函数在笛卡尔坐标系下的一阶导数可具体

表示如下:

N i,x =
mi

2A
+
m j

2A
+

ξiη igk

2A(1 + g2g4 + g3g1)
Δx

N i,y =
n i

2A
+

n j

2A
+

ξiη igk

2A(1 + g2g4 + g3g1)
Δy

( i = 1,2,3,4;j = 2,3,4,1;k = 3,4,1,2)

(30)
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其中,

Δx = ∑
4

p = 1
mpξpηp[3(Ls - Lq) + (gr - gp)]

Δy = ∑
4

p = 1
npξpηp[3(Ls - Lq) + (gr - gp)]

(p = 2,4,3,3;q = 2,1,4,3;r = 3,3,2,4;
s = 4,3,2,1)

(31)

2　 传感器布局优化模型

2. 1　 应变-位移矩阵稳定性分析

　 　 在使用离散应变反演结构变形的方法中,应变-位移

矩阵(式(16))取决于传感器的布局位置和测量值,因此不

恰当的传感器布局方案会出现矩阵病态和奇异等问题。
同时,需要保证算法的精度和鲁棒性,这在传统的变形场

重构方法中尚未提及。 针对这些问题,本文提出了建立以

重构精度和矩阵鲁棒性为目标的双目标优化模型,采用改

进的粒子群算法求解,从而得到传感器的优化布局方案。
式(16)中的节点自由度可以表达为矩阵与应变的

函数,如式(32)。
U = K -1F = G(x i,y i,θ i)ε

m (32)
其中,G 是关于传感器粘贴位置(x i,

 

y i)和角度(θi)
的函数,εm 是实测应变向量。 如式(33),由于存在传感

器安装误差 ΔG 和测量扰动误差 Δε,会导致重构位移场

出现偏差,即变形场从 U 变为 U′。
U′ = (G + ΔG)(εm + Δε) = P(εm + Δε) (33)
如式(34),条件数( cond)是评估矩阵数值稳定性的

重要指标。 高条件数意味着矩阵数值稳定性较差,即微

小的输入误差可能导致显著的输出误差。 然而,这一标

准主要适用于矩阵求逆的数值计算。 在评估矩阵的正交

性和特征值分解中,矩阵稳定性的分析需要引入行向量

与投影矩阵夹角的数值指标,如式(35)。
f1 = cond(P(x i,y i,θ i)) (34)

cos(φ i) =
[ si]

T[Q][ si]
‖[ si]

T‖‖Q‖‖[ si]‖
(35)

其中, Q = S(STS) -1ST 是投影矩阵,si 向量是从矩阵K
中选择的计算角度,S矩阵为除去 si 向量后组成的新矩阵,φ i

表示正交矩阵 K 中的行向量与投影矩阵Q 的夹角。
根据式(35),正交矩阵的行向量与投影矩阵的夹角

越接近零,矩阵 K 对微小扰动的稳定性越强。 因此,基于

鲁棒性的目标函数可以写为:
f2(P(x i,y i,θ i)) = min sin(φ i) ,　 i = 1,

 

2,
 

…,m
(36)

其中,(xi,
 

yi,
 

θi)是传感器粘贴的位置,φi 表示正交

矩阵 K 中的行向量与投影矩阵 Q 的夹角。 式(36)是评估

应变-位移矩阵稳定性的重要指标,旨在保证重构方法在

传感器安装误差和扰动误差等情况下的鲁棒性。
2. 2　 传感器优化模型

　 　 在工程实际中,由于外载形式复杂多样,因此仅有鲁

棒性一条准则是不够的。 为了避免较大的变形工况下出

现误差吞并等现象,本文引入了其他评估指标,即重构精

度的均方根误差 RMSE 和重构精度百分比误差 PD。

RMSE =
2

∑
n

i = 1
(w iFEM( i) - wref( i)) 2 / n (37)

PD(w( i)) = wref( i) - w iFEM( i)
w iFEM( i)

× 100% (38)

式中:w iFEM( i)是计算变形值;wref( i)是实测变形值,在仿

真分析中,这部分由仿真软件得到,而在实验中,这部分

由第三方测量设备得到。
MinimizeF(x,y,θ) =
max[ f2(P(x i,y i,θ i)),f3 = RMSE]
s. t. ,

 

x ∈ [0,a],y ∈ [0,b],θ ∈ [0,90°]
(39)

其中,a 和 b 分别为板单元的长度和宽度。 为得到

传感器的位置布局,本文提出了建立以重构精度的均方

根误差 RMSE 和矩阵鲁棒性 P(x i,
 

y i,
 

θi)为目标的双目

标优化模型,如式(39)。
双目标优化问题需要同时考虑两个优化目标,这些

目标往往相互制约,使解的质量难以比较。 常用的比较

解的质量的方法是帕累托支配关系,其定义为:如果 X,
 

Y∈Ω, ∀k∈ {1,2,…,m},有Fk(X)
 

≤
 

Fk(Y),且∃k∈
{1,2,…,m},有 Fk(X) < Fk(Y),m 是变量维度,则称 Y
被 X支配,否则 X和 Y之间是非支配的关系。 因此,该问

题的解集是由许多非支配解构成的帕累托前沿( PF)。
本文主要描述畸变单元重构模型和双目标优化函数的构

建,其优化算法[27-28] 参数设置结果如下:群数量 N 设为

50,迭代次数 T 设为 150,惯性权重 ωmax = 1. 2,ωmin = 0. 8。

3　 实验结果分析

3. 1　 仿真分析

　 　 为验证本文所提出的板单元变形重构方法和双目标

优化模型在畸变单元变形重构问题中的有效性,本节进

行了有限元仿真分析。 使用 ANSYS 软件建立了阵列天

线结构模型,模型由固定端、骨架、阵列天线等组成,全部

采用 LY12CZ 铝合金制造,组件间为刚性连接。 模型包

含 798
 

192 个 4 节点实体单元和 423
 

657 个节点。 相关

详细参数如表 1 所示,模型示意图如图 3 所示。
为模拟天线结构在服役状态下受到的空气载荷,实

验中使用 5 个均匀布置的液压缸对阵列结构表面施加压

力,液压缸顶部与阵列结构通过球铰连接,底部与地面通

过转动副连接。
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表 1　 阵列结构零件材料属性

Table
 

1　 The
 

material
 

properties
 

of
 

array
 

structure
 

parts

组件 厚度 / mm 泊松比 弹性模量 / GPa 密度 / (g·cm-3 )

前缘板 0. 28 0. 3 70 2. 78

横梁 2 0. 3 0. 3 70 2. 78

竖梁 4 0. 3 0. 3 70 2. 78

图 3　 阵列天线有限元模型

Fig. 3　 The
 

finite
 

element
 

model
 

of
 

the
 

array
 

antenna

　 　 本文重点分析天线,而前缘板是天线的主要承载结

构。 因此,只有完成前缘板的变形重构,才能实现天线的

变形场重构。 具体步骤如下:首先,利用双目标粒子群优

化模型,优化提取离散位置的应变,得到应变传感器的布

局方案(如表 2 和图 4 所示)。 其次,采用单元组装技术

重构前缘板的位移场。 最后,考虑到阵列天线与前缘板

最大距离为 68 mm,通过几何映射关系,得到天线结构的

实时变形模型。

图 4　 前缘板及阵列天线有限元模型

Fig. 4　 The
 

finite
 

element
 

model
 

of
 

the
 

leading
 

edge
 

plate
 

and
 

array
 

antenna

仿真结果显示,ANSYS 仿真得到的变形场分布与变

形重构结果一致。 然而,随着载荷增大,两者出现一定偏

差,误差数值如表 3 所示。 在 5 个液压缸同时作用下,仿
真提取的 4 个标记点变形值与重构得到的变形值( iFEM
值)对比显示, 最大变形为 615. 36 mm, 最大误差为

2. 32 mm,重构精度的均方根误差为 1. 87 mm。 由于液压

缸作用于阵列结构时变形场仅满足 C0 连续性,液压缸附

近的前缘板在不同载荷下呈现突变趋势。 如图 5 和表 3
所示,本研究提出的基于畸变单元的变形重构方法及基

于双目标优化算法得出的单面传感器布局方案展现了良

好的精度和稳定性。

表 2　 传感器优化位置及粘贴角度

Table
 

2　 Optimized
 

sensor
 

position
 

and
 

paste
 

angle

编号 粘贴角度 / ( °) 坐标 x / m 坐标 y / m

传感器 1 0 0. 559
 

0 0. 045
 

9

传感器 2 0 0. 556
 

6 0. 014
 

7

传感器 3 0 1. 173
 

1 0. 005
 

2

传感器 4 0 1. 173
 

9 -0. 006
 

0

传感器 5 0 1. 595
 

9 -0. 001
 

8

传感器 6 0 1. 594
 

0 -0. 016
 

6

传感器 7 0 2. 139
 

0 -0. 009
 

2

传感器 8 0 2. 140
 

1 -0. 025
 

1

传感器 9 90 0. 676
 

1 0. 025
 

6

传感器 10 90 1. 320
 

6 0. 004
 

4

传感器 11 90 1. 661
 

4 -0. 001
 

8

传感器 12 90 2. 243
 

0 -0. 010
 

8

传感器 13 45 0. 690
 

94 0. 011
 

1

传感器 14 45 1. 337
 

7 -0. 004
 

5

传感器 15 45 1. 660
 

2 -0. 018
 

3

传感器 16 45 2. 240
 

7 -0. 027
 

4

表 3　 变形重构与仿真结果在标记点处对比

Table
 

3　 The
 

comparison
 

of
 

deformation
 

reconstruction
 

and
 

simulation
 

results
 

at
 

marked
 

points

编号 工况 1 工况 2 工况 3 工况 4

ANSYS -5. 42 -36. 32 -109. 51 -292. 54

iFEM 值 -5. 36 -35. 93 -107. 55 -289. 38

误差 -0. 06 -0. 39 -1. 96 -3. 16

ANSYS -10. 89 -73. 13 -221. 29 -591. 89

iFEM 值 -10. 78 -71. 96 -220. 16 -591. 53

误差 -0. 11 -1. 17 -1. 13 -0. 36

ANSYS -4. 93 -34. 42 -111. 57 -303. 84

iFEM 值 -5. 08 -33. 53 -109. 53 -301. 71

误差 0. 15 -0. 89 -2. 04 -2. 13

ANSYS -10. 03 -69. 98 -226. 38 -615. 36

iFEM 值 -10. 33 -68. 34 -228. 39 -613. 04

误差 0. 30 -1. 64 2. 01 -2. 32

RMSE 1. 87

　 　 为检验重构算法的精度和稳定性,本研究根据优化

得出的传感器位置计算单元节点的变形值,进而插值得

到整个前缘板的变形场。 在 4 种不同工况下,提取前缘

板和天线上的 20 个标记点,将计算值与 ANSYS 仿真结

果对比,仿真结果如图 5 所示。
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图 5　 4 种工况下前缘板和天线的变形重构结果

Fig. 5　 The
 

deformation
 

reconstruction
 

results
 

of
 

the
 

leading
 

edge
 

plate
 

and
 

antenna
 

under
 

four
 

different
 

loading
 

conditions

3. 2　 实验验证

　 　 为评估基于畸变单元的逆有限元法在实际工程中的

可靠性,本实验构建了 1 个与数值仿真相同的阵列天线

测试平台。 该实物模型在尺寸、材料属性和液压缸位置

方面与有限元模型完全一致。
当天线结构受载变形时,粘贴在其表面的光纤光

栅传感器(如图 6( a)所示)也随之变形,并将变化的波

长信息输入到解调仪(如图 6( b)所示,精度 3
 

pm,刷新

率 100
 

Hz)中。 通过光纤光栅解调系统,可以计算出变

形前后的应变值。 这些应变值用于重构变形场数据。
实测变形场则由中的第三方测量设备 NDI( 六维动态

追踪系统,精度 0. 1 mm,如图 6( c) 所示) 获取。 最终,
动态变形场在开发的三维软件中实时显示,实验流程

如图 7 所示。

图 6　 实验平台

Fig. 6　 Experimental
 

platforms
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图 7　 变形实验流程图

Fig. 7　 Experimental
 

flowchart
 

for
 

reconstructing
 

deformation

　 　 为证明该方法在天线结构变形实验的精度,本文

对 4 种变形工况下的天线结构进行了实时计算,并将

主变形方向的实测变形场和重构变形场绘制成平滑过

渡的二维曲线(如图 8 所示) 。 但两条趋势相同,数值

接近的变形曲线无法量化本方法的精度,因此列出了

重构值与 NDI 测量值,以及相应的 RMSE 和 PD 值,如
表 4 所示。

图 8　 4 种工况下天线结构主变形方向的重构曲线

Fig. 8　 The
 

reconstruction
 

curves
 

of
 

the
 

main
 

deformation
 

direction
 

of
 

the
 

leading
 

edge
 

plate
 

under
 

four
 

loading
 

conditions

　 　 如表 4 所示,实验分为向上和向下弯曲两种工

况。 向上弯曲工况的最大误差为 0. 56 mm,均方根误

差 RMSE 为 0. 63 mm,百分比误差 PD 为 2. 57% ;向下

弯曲工况的最大误差为 0. 52 mm,均方根误差 RMSE
为 0. 72 mm,百分比误差 PD 为 2. 89% 。 这些结果表

明,本方法在不同载荷工况下都具有高精度和高稳定

性,适用于各类变形。 变形重构完成后,下一步是进

行天线指向误差的电性能分析,本文实验部分不对此

进行详细描述。
针对大尺寸、复杂结构的阵列天线模型,上述不同工

况的数值仿真和实验验证共同证明了本文提出的逆有限

元法基于单面离散应变传感器实现了畸变单元变形场的

实时重构,且具有较高的精度和稳定性。
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表 4　 变形重构与仿真结果在标记点处对比

Table
 

4　 The
 

comparison
 

of
 

deformation
 

reconstruction
 

and
 

simulation
 

results
 

at
 

marked
 

points

标记点及误差 1 2 3 4 5 6 7 RMSE PD

工况 1

工况 2

工况 3

工况 4

NDI 2. 39 3. 79 5. 78 7. 50 10. 77 13. 77 16. 89

重构值 2. 45 3. 92 5. 96 7. 65 10. 90 14. 04 17. 27

NDI 8. 59 13. 53 20. 16 26. 59 37. 08 47. 68 58. 99

重构值 8. 68 13. 69 20. 22 26. 73 37. 27 48. 04 59. 55

NDI -4. 24 -6. 31 -9. 27 -12. 04 -17. 64 -23. 51 -29. 73

重构值 -4. 29 -6. 53 -9. 55 -12. 26 -17. 75 -23. 88 -30. 13

NDI -7. 91 -12. 34 -18. 51 -24. 70 -35. 76 -47. 43 -59. 78

重构值 -8. 02 -12. 90 -18. 92 -24. 32 -35. 12 -46. 97 -59. 26

0. 40 1. 17%

0. 63 2. 57%

0. 41 1. 82%

0. 72 2. 89%

4　 结　 　 论

　 　 本文针对含畸变单元的薄板结构,提出了一种基于

边界面粘贴离散应变传感器的变形感知方法,不仅克服

了传感器无法对称粘贴的工程难题,还通过仿真和实验

验证了其在天线结构变形监测中的有效性。
1)分析了畸变单元计算误差的来源,并推导了基于

面积坐标的具有二阶完备性的形函数,解决了雅可比矩

阵求逆引起的数值积分误差问题;
2)建立了关于边界层表面应变与实测应变的最小二

乘泛函关系,并建立了以重构精度和鲁棒性为目标的多

目标粒子群优化模型,确定了光纤光栅传感器的最佳位

置和角度,突破了传感器单面粘贴的限制;
3)通过仿真分析和实验验证,证明所提出的重构模

型和多目标优化算法在阵列天线结构中的应用潜力。 在

未来的研究中,有望将其同机器学习、飞行器结构优化等

结合,为自适应变形飞机的设计提供理论支持。
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