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摘#要!随机共振是应用在微弱信号检测中的一种重要的技术%以微弱周期信号和加性高斯白噪声驱动的时延反馈生态植被生
长" :̂Y#系统为模型%对其展开了详细的随机共振现象分析%并将其应用到微弱信号检测和轴承故障诊断中’ 首先%利用福柯
普朗克方程推算出等效势函数以进一步得到系统信噪比的表达式%然后通过曲线图具体分析不同的系统参数对势函数和信噪
比的影响’ 研究结果表明%通过调节系统参数$信号幅值$噪声强度均可诱导时延反馈 :̂Y系统产生随机共振现象’ 最后%通
过调节参数利用时延反馈 :̂Y系统随机共振方法成功检测到微弱信号目标频率(m";"& NW幅值为 % ’O$%且在轴承内$外圈故
障特征频率处检测出明显的峰值’
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78引88言

微弱信号检测是近年来热门的技术之一%是将目标
信号从强噪声背景中提取的过程%已经被广泛用于电子
技术$生物学$机械和化学等多种领域*&GH+ ’ 而随机共振

"-7/6)2-7*61,-/+2+6,% 5I#现象在微弱信号检测中引起了
广泛的关注%与众多微弱信号去除或者抑制噪声*!GC+的处
理方法不同的是%随机共振可以利用噪声来实现对特征
信号的检测’ 随机共振的概念最初是 \,+W*等*B+学者为
了解释第四纪冰川问题提出的’ 随机共振是使噪声$输
入信号$非线性系统发生协同作用%通过调节噪声强度或
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系统参数来诱导*O+ %以达到检测目标信号的效果’
随着研究的深入%学者们发现了越来越多种的随机

共振模型%最常见的就有单稳态*$+ $双稳态模型*’G&"+ ’ 随
着对随机共振研究的深入%学者们不断发现并提出了新
的随机共振模型%如三稳态系统*&&G&%+ $耦合双稳系统*&H+ $
K044*+>系统*&!+等’ 这些模型极大地丰富了随机共振的
理论基础%并拓展了随机共振的应用’ 在随机共振弱信
号检测研究中%除了系统模型以外%噪声环境也是一个重
要的部分’ 最常见的噪声是高斯噪声*&C+ %为了扩展应用
领域%*噪声*&BG&O+ $三值噪声*&$G&’+ 等引起了学者们的
注意’

本文研究了近年来从生物种群中发现的一种新的势
函数模型%生态植被生长系统",6/3/>*623J,>,727*/+ >1/Q7)
-T-7,9% :̂Y#’ 这个系统是由 Y07723等*%"+从 5)+,1S 的
植被模型*%&+略作修改得到的%然后由L,+>*%%+和Z2+>*%H+

等对此系统进行了更深入的理论分析’ L,+>对生态植被
系统中的平均首次通过时间 "9,2+ 4*1-7R2--*+>7*9,%
]V‘M# 和稳态概率密度函数 "-7,2KTG-727,R1/S2S*3*7T
K,+-*7T% 5‘@#进行了详细的分析%并研究了在外界噪声
和弱信号驱动下的时延生态植被生长系统的 5I现象’
文献*%!G%C+表明了噪声在这个系统中起着重要作用’
本文选择加性高斯白噪声来模拟自然界的外部噪声’ 此
外%在植被生长系统中添加了时延反馈*%BG%O+ %以模拟生物
量消耗营养物质及水分所需的时间’ 首先基于福柯普朗
克"V/FF,1G‘32+6F#方程*%$+推算出时延生态植被生长系
统的等效势函数表达式并详细地分析了各系统参数和时
延系数对势函数的影响’ 然后%绘制了信噪比"-*>+23G7/G
+/*-,127*/% 5<I#在不同参数下与噪声强度的关系曲线%
由此分析系统的 5I现象’ 最后将此系统应用到微弱信
号检测和轴承故障检测中%结果表明%通过参数分析选取
合适的系统参数可诱导时延 :̂Y系统发生随机共振%实
现对微弱信号及故障信号的检测*%’GH"+ ’

98时延反馈MZA系统随机共振特性8

随机共振系统在高斯白噪声和周期信号的共同驱动
下%其非线性系统模型用P2+>,J*+方程表示为!

KJ
K+
OK9"J#

KJ
I;"+# O*"+# "&#

式中!9"J# 为势函数&;"+#IF6/-"%!("+O2# 表示输入
信号%其幅度为 F$频率为 ("$初始相位为 2"2I"#&

*"+#I %槡=3"+# 为 加 性 高 斯 白 噪 声% 其 均 值 为
2*"+#3 I"%方差为2*"+#*"+O4#3 I%=."+#%噪声强度
为=&9"J# 是由 5)+,1S的植被动力学模型略有改进的生
态植被生长系统" :̂Y#势函数%它受到许多因素的影响%
内部有的生物量之间的竞争$吸收程度等%外部的有放

牧$天气$温度等’ 该模型考虑了半干旱放牧系统的平均
场植被模型%描述了植被生物量的动态变化’ 其势函
数为!

9"J#I1
JH

H>$
M 1G
%
M"( ) JO1G%%3+"& O%J# M

">"3+">" OJ# "%#
式中!J代表生物量"J% "%因为生物量不能为负#&1表
示生物量增长率&>$表示生物量的承载力&G表示年平均
降雨量&%代表植被生物量对水分的消耗率&"代表放牧
损失&>" 是生物量的相关参数’ 将式"%# 代入式"&# 中
可得!

KJ
K+
I 1GJ
& O%J

M1J
%

>$
M "J
>" OJ

OF6/-"%!("+# O

%槡=3"+# "H#
式中!周期信号F6/-"%!("+# 代表来自自然界的周期力%
而外加噪声可以看作是来自各种外部环境因素的干扰%
包括日照%水分%森林火灾%人为因素等’ 另外%由于植被
生物量在吸收营养物质和水分是需要时间的%所以在系
统中加入时延反馈%式"H# 可以被写作!

KJ
K+
I 1GJ
& O%J

M1J
%

>$
M "J
>" OJ

O’J"+M4# O

F6/-"%!("+# O %槡=3"+# "!#
式中!’$4分别表示反馈强度和时延项’ 时延动力学方
程是非马尔科夫过程%可以用近似小时延的福柯普朗克
"V/FF,1G‘32+6F# 方程将式"!#转换为一个马尔科夫过
程’ 福柯普朗克方程*%$+表达式如下!

#0"J%+#
#+

IM
#*%2((0"J%+#+

#J
O=#

%0"J%+#
#J%

"C#

式中!0"J%+#表示式"!#中+时刻的概率密度&%2((则表示
条件平均转移率’ 其表达式为!

%2(("J#I-
Os

Ms

%"J%J4#0"J4%+M4QJ%+#KJ4 "B#

##式"B#中J4IJ"+M4#%而

%"J%J4#I
1GJ
& O%J

M1J
%

>$
M "J
>" OJ

O’J4OF-*+"%!("+#

"O#
0"J4%+M4QJ%+# 表示零阶近似马尔可夫转移概率密度!

0"J4%+M4QJ%+#I

&
!!=槡 4

,XR M
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其中

%"J#I 1GJ
& O%J
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>$
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>" OJ

O’JOF6/-"%!("+#

"’#
将式"O#$"$#$"’#代入到式"B#中可求得!
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’"& O’4#JO"& O’4#F6/-"%!("+# "&"#
福柯普朗克方程可以用于计算随机过程中微分方程

分布函数的解’ 对应式"C#求解出的系统的近似小时延
等效郎之万"P2+>,J*+#方程%其表达式为!
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其中% ’4
1GJ
& O%J

M1J
%

>$
M "J
>" OJ

O’JOF6/-"%!("+#[ ] 为时
延反馈带来的一个耦合项’ 则等效时延反馈 :̂Y势函数
可表示为!

92(("J#I "&O’4#"1J
H

H>$
M 1G
%
M"( ) JO1G%%3+"&O%J# M

">"3+">" OJ## M &% ’"& O’4#J% M
"& O’4#F6/-"%!("+#J "&%#

忽略外加周期信号的等效势函数表达式为!

92(("J#I "&O’4#"1J
H

H>$
M 1G
%
M"( ) JO1G%%3+"&O%J# M

">"3+">" OJ## M &% ’"& O’4#J% "&H#

对式"&H#进行求导%可得!

9f2(("J#I "& O’4#
1J%

>$
M 1GJ
& O%J

O "J
>" OJ

M’J( ) "&!#

令 9f2(("J# I "% 利用卡尔达诺 "(21K2+/# 公式
法*%%%H&GH%+可求解计算出系统的 % 个稳定点 "J;&%J;%# 和
&个不稳定点"J1#!

J;& I"% J;% I(& M
E
H-

% J1 I(% M
E
H-

"&C#

其中

- I%1
>$

EI
%1>"
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O1
>$
O%’

$I
1>"
>$
M1GO"%M%’>" M’

. I"M1G>" M’>"

"&B#

(& I%
H

槡,6/-+%(% I%
H

槡,6/-+O
!
H
!( ) "&O#

,I M 0
H( )槡

H

%+I
&
H
2166/-M

c
% ,( ) "&$#

0I
H-$ME%

H-%
%cI

%O-%. M’-E$O%EH

%O-H
"&’#

将式"&B#c"&’#代入到式"&C#中可计算出 J;&%J;%%
J1 的值’ 从式"&H# 也可以看出等效势函数受很多系统
参数的影响’ 图 &所示为在参数条件1I&;"% GI&;C%
>$I&";"% "I%;"% >" I&;"% %I";&%%’ I";&%4I
";&*%H+ 下时延 :̂Y系统等效势函数的图形’ 从图 & 中
可以看出等效势函数有两个势阱%一个势垒%其中一个势
阱点在 "点处%也可以看出右边势阱差值 &9% 比左边势
阱差值&9& 要大很多’

图 %c’ 所示为在不同参数条件下等效势函数的变
化’ 改变一个参数%其他参数的值固定为图 & 的值’ 从
图 %可以看出%随着参数*的增大%势函数右边势阱的势
阱深度减小%且势阱位置向左边移动%而左边势阱变化不
明显’

图 &#时延 :̂Y系统等效势函数
V*>?&#M),,U0*J23,+7R/7,+7*2340+67*/+ /47*9,GK,32T,K

:̂Y-T-7,9

图 %#92(("J#随参数%的变化曲线

V*>?%#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,1*
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图 H#92(("J#随参数"的变化曲线

V*>?H#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,1"

图 !#92(("J#随参数>" 的变化曲线

V*>?!#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,1>"

图 C#92(("J#随参数 ’的变化曲线

V*>?C#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,1’

图 B#92(("J#随参数>$的变化曲线

V*>?B#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,1>$

图 O#92(("J#随参数1的变化曲线

V*>?O#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,11

图 $#92(("J#随参数G的变化曲线

V*>?$#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,1G



#第 $期 贺利芳 等!时延反馈 :̂Y系统随机共振特性研究及轴承故障诊断 C&###

图 ’#92(("J#随参数4的变化曲线

V*>?’#M),6)2+>*+>601J,/492(("J# J-?R2129,7,14

##图 H所示势函数的变化与图 % 相同%参数 "的取值
范围更大%变化更加显著’ 势函数随参数>" 的变化如图
!所示%与图 %$图 H 不同的是随着参数的增大势函数右
边的势阱深度增大%且左边势阱也有着较为明显的变化%
其深度逐渐减小’ 图 !c’ 所示势函数随参数的变化趋
势相似%右边势阱深度都随着参数的增大而加深%其左边
势阱变化依然不明显’ 其中图 ’的势阱位置几乎没有改
变%而图 !c$ 的右边势阱都随着参数的增大向右移动’
综上所述%每个参数对势函数的影响不同%可以通过调节
各参数%改变势函数形状%以达到更好的随机共振效果’

@8系统信噪比

用来衡量随机共振现象的指标有很多%近几年使用
较多的有输出 #6G$稳态概率密度$信噪比增益$功率谱
密度$互相关数等’ 为有效地分析时延 :̂Y系统的随机
共振现象%本文选用了 5<I为测量指标%其通用表达
式为!

#6GI
F%!""&’% O"%’&#

%

!"&"%""& O"%#
"%"#

其中

1& IHO F6/-%!(+I"%’& IM
KHO

K"F6/-%!(+# F6/-%!(+I"

1% IHM F6/-%!(+I"%’% IM
KHM

K"F6/-%!(+# F6/-%!(+I"

"%&#

式中!Hk为克莱默斯逃逸率
*%"+ %代表着粒子在两个势阱

间的转移概率%时延40Hk"%表达式可写作!

HOI
9l"J;&#9l"J1#槡

%!
,XR M

&
=
*92"J1# M92"J;&#+{ }

HMI
9l"J;%#9l"J1#槡

%!
,XR M

&
=
*92"J1# M92"J;%#+{ }

"%%#

其中9l"J# 是对加入外界噪声的系统等效势函数式
"&%#求二阶导%其结果为!

9l2(("J#I"& O’4#/

%1J
>$
M 1GJ
"& O%J# %

O
">"

">" OJ#
%
M’( ) "%H#

将式"&C#$"%H#代入到式"%%#中就可以得到逃逸率
的表达式%再结合式"%"#$"%&# 便能够得到 5<I的表达
式’ 这一节便讨论 #6G在不同参数下随噪声强度=的变
化规律%当变化一个参数时%其他参数仍固定为第一节中
的参数值’ 另外因为公式中加入了周期信号%所以这里
也讨论了信号幅值F对 #6G的影响%且在探究其他参数
的时候固定FI";&’ 如图 &" i&$所示%图中 #6G曲线
随噪声强度 =的增大呈现先增大后减小的趋势%这也是
明显的随机共振现象’ 图 &" 显示了不同信号幅值 F下
#6G随=的变化曲线%从图中可以看出随着幅值的增大%
#6G的峰值越高%随机共振现象越明显%但所需的噪声强
度没有变化%说明在此参数条件下已存在最优的噪声强
度=’ 比较图 &&中%值越大%#6G峰值也逐渐增大%但所
需要的噪声强度却越小’ 在图 &%和 &H中 #6G曲线随参
数变化没有明显的规律%但也存在一个最优参数范围使
得 #6G峰值最大%随机共振现象最明显%如图 &% 中>" I
%;"%图 &H中 ’ I";&’ 从图 &!中可以看出当GI&;"时%
#6G曲线没有出现明显的峰值%当G继续增大到 &;%时%
系统才出现了明显的随机共振现象%且当 G再继续增大
时%峰值又逐渐减小且向右移动’ 这说明 G的最优取值
范围在 &;%左右’

图 &"#不同幅度F下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&"#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=4/1

K*44,1,+729R3*70K,F

图 &C和 &B所示为 #6G曲线与系统参数1和4的关
系’ 从图中可以看出%#6G随两个参数的增大峰值都向
右移动%不同的是图 &C 中峰值在逐渐减小%与图 &$"S#



C%### 仪#器#仪#表#学#报 第 ! " 卷

##

图 &&#不同参数%下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&&#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=

4/1K*44,1,+7R2129,7,1%

图 &%#不同参数>" 下 #6G与噪声强度=的关系

V*>?&%#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=4/1
K*44,1,+7R2129,7,1>"

图 &H#不同参数 ’下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&H#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=

4/1K*44,1,+7R2129,7,1’

图 &!#不同参数G下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&!#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=

4/1K*44,1,+7R2129,7,1G

图 &C#不同参数1下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&C#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=

4/1K*44,1,+7R2129,7,1+

图 &B#不同参数4下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&B#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=

4/1K*44,1,+7R2129,7,1,



#第 $期 贺利芳 等!时延反馈 :̂Y系统随机共振特性研究及轴承故障诊断 CH###

的趋势相同%而图 &B中峰值大小不变’ 图 &O 中 #6G曲
线随参数"的增大峰值也是逐渐减小%所需的噪声强度
也在减小’ 图 &$"2#描述的>$的小参数范围%没有明显
的规律出现%在>$I!时出现最明显的随机共振现象’

图 &O#不同参数"下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&O#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=

4/1K*44,1,+7R2129,7,1"

图 &$#不同参数>$下 #6G与噪声强度=的关系
V*>?&$#M),1,327*/+-)*R /4#6GJ-?+/*-,*+7,+-*7T=

4/1K*44,1,+7R2129,7,1>$

C8仿真实验和轴承故障检测

C:98数值仿真算法

论文采用()29S,1-G]2333/Q2G5706F" )L# #算法和四
阶龙格G库塔 "I0+>,GF0772#算法相结合%推导出以下算
法对式"&#进行求解%具体步骤如式"%!#’

J" IJ""#
J*O& IJ* O%
P& I%"M-J"*# O;"*##

P% I% M- J"*# O
P&
%( ) O;"*#( )

PH I% M- J"*# O
P%
%( ) O;"* O&#( )

P! I%"M-"J"*# OPH# O;"* O&##

J"* O&#IJ"*# O
&
B
"P& O%P% O

%PH OP!# O%
&h%3"*#





















"%!#

式中!;"*#和J"*#分别是输入信号和输出的信号的第 *
次采样值%3"*# 是高斯白噪声第 *次的采样值&%为计算
步长&也是采样间隔 % I&h(;’
C:@8微弱信号检测

为了研究时延 :̂Y系统模型检测信号的能力%首先对
微弱信号进行检测%观察其随机共振现象’ 仿真实验的输入
信号为! ;"+# I F6/-"%!("+#% 设 (;mC NW%采样点数 6m
&" """%输入信号的FI ";&%(" I ";"&%加上一个噪声强度
=I &;%的高斯白噪声’ 根据第%节中对参数的分析将参数
调节为1I ";’%GI &;%%>$I O;"% "I %;"% >" I &;"%
%I ";&%% ’ I ";&%4I ";&’ 仿真结果如图 &’$%"所示’

图 &’#输入信号时域$频域图
V*>?&’#M*9,K/92*+ 2+K 41,U0,+6TK/92*+ K*2>129-/47),

*+R07-*>+23
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图 %"#输出信号时域$频域图
V*>?%"#M*9,K/92*+ 2+K 41,U0,+6TK/92*+ K*2>129-

/47),/07R07-*>+23

图 &’"2#所示为原始余弦周期信号的时域图%图 &’
"S#"6#所示为混合了高斯白噪声的输入信号时域$频域
图%从图中可以看出%待测信号被噪声掩盖%无法从中检
测出有用信号’ 图 %"是将信号通过了时延 :̂Y系统后
的输出信号的时域$频域图’ 从图中可以看出%时域波形
初步显现出余弦信号形状%频域图中有明显峰值%在频率
(m";"& NW处其幅值为 % ’O$%成功检测出了待测信号’

C:C8轴承故障检测

为了验证时延 :̂Y系统随机共振在实际工程应用
中的有效性%选择一组轴承故障数据作为随机共振的输
入信号’ 故障信号选用型号为 8@G%CDH" 型轴承全寿命
试验台实验对象%对实验采集到的外圈%内圈故障数据进
行检测’ 图 %&所示为8@G%CDH"型轴承全寿命试验台的
示意图%由驱动装置$支撑装置$加载装置以及缓冲装置
!部分构成’

注!&0变频电机%%0梅花联轴器%H0底板%!0支撑轴承及其轴承
座%C0主轴%B0被测轴承及其轴承座%O0缓冲装置%$0测力计%
’0加载螺栓及其加载座%&"0加载轴承及其轴承座’

图 %&#8@G%CDH"型轴承试验台示意图
V*>?%&#M),-6),927*6K*2>129/48@G%CDH" S,21*+>7,-7S,+6)

图 %%所示为 8@G%CDH" 型轴承试验台实体图’ 8@G
%CDH"型轴承全寿命试验台采用的轴承型号是NI\B %"C
开示轴承%采样频率为 %" FNW%轴承转速为& H"" 1R9%采
样点数为6m!" """’ 据相关公式计算内圈轴承故障频
率为 &&O;&! NW%外圈轴承故障频率为O$;&H NW’ 本节将
基于时延 :̂Y系统随机共振对轴承的外圈$内圈故障信
号进行检测’

图 %%#8@G%CDH"型轴承试验台实体
V*>?%%#M),R)/7//48@G%CDH" S,21*+>7,-7S,+6)

图 %H"2#为输入的轴承外圈故障信号原始时域$频
域图%从图中可以看出%故障特征信号在强噪声背景下
无法有效识别’ 图 %H"S#显示了 :̂Y系统随机共振检
测外圈故障的结果%系统参数设定为 1I &;"% GI
&;C% >$I &";"% "I %;"% >" I &;"%%I ";&%%’ I
";&%4I ";&’ 从图中可以看出%在故障特征频率 (/07,1
处出现明显的尖峰% 且在故障频率倍频处也有较为明
显的尖峰%信号的其他部分谐波干扰被大大削弱%从而
验证出外圈存在故障’
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图 %H#外圈故障信号检测
V*>?%H#A07,11*+>42037-*>+23K,7,67*/+

##图 %!"2#所示为输入的轴承内圈故障信号原始时
域$频域图%从图中可以看出%故障特征信号在强噪声背
景下无法有效识别%且有较多的边频信号干扰’ 图
%!"S#所示为故障信号通过 :̂Y系统随机共振系统后的
输出时域频域图%系统参数设定为 1I";$% GI&;%%
>$I$;"% "I&;O% >" I&;"%%I";&%% ’ I";&%%
4I";&’ 从图中可以看出%在故障特征频率(*++,1处出现
明显的冲击%且在故障频率倍频处也有较为明显的尖峰%
说明时域 :̂Y系统 5I方法成功检测出了内圈故障信
号’ 通过以上数值模拟仿真及轴承故障检测%结果显示
本文所提的时延 :̂Y系统在理论信号检测及实际工程
中都有很好的应用价值’

图 %!#内圈故障信号检测
V*>?%!#8++,11*+>42037-*>+23K,7,67*/+

D8结88论

本文针对时延反馈植被生长" :̂Y#系统%研究了
其在加性高斯白噪声和微弱周期信号共同驱动下的随
机共振现象’ 通过福柯普朗克"V/FF,1G‘32+6F#方程推
算出该系统的等效势函数%并画出了不同参数条件下
的等效势函数的曲线图%直观地观察并分析了参数对
势函数的影响’ 然后用卡尔达诺"(21K2+/#公式法计算
出两个稳定点 "J;&%J;%# 和一个不稳定点"J1# 的值% 进
一步推断出系统 #6G的表达式’ 从中也可以看出%
#6G受到势函数中的系统参数$时延系数和输入信号
幅值的影响’ 为进一步分析其规律%绘制了不同参数
与 #6G之间的关系曲线’ 随着相关参数的不断增加%
系统的 #6G先增大后减小%这是随机共振现象的典型
特征’ 结果表明%调节不同的参数可诱导时延 :̂Y系
统发生随机共振现象’ 最后%通过以上分析%选用合适
的参数%将时延 :̂Y系统随机共振方法成功应用到微
弱信号检测和轴承故障诊断中’ 综上所述%本文的理
论分析在微弱信号检测范畴具有重要的意义%且时延
反馈植被生长系统在实际工程中有着良好的应用价
值%是未来可以继续扩展和研究的方向’
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