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摘　 要:工程应用中环境噪声多表现为高斯有色噪声,而针对高斯白噪声进行处理的算法失效问题,提出了一种高斯色噪声环

境中用于多分量衰减正弦信号频率和衰减因子估计的四阶累积量 ESPRIT 算法。 首先,推导出四阶累积量与观测样本中的自

相关矩阵和互相关矩阵之间的关系,求出其四阶累积量矩阵。 其次,通过对四阶累积量进行广义特征值分解,根据广义特征值

即可得到信号衰减因子和频率的估计值。 最后对所提算法进行了仿真实验验证,在混合信噪比为 0
 

dB 时,所提算法针对多分

量衰减正弦信号角频率和衰减因子的平均估计误差分别为 0. 002
 

0π
 

rad 和 0. 002
 

0。 在高斯白噪声和高斯色噪声背景下与

ESPRIT 算法和 Prony 算法相比具有更强的噪声抑制能力和更高的估计精度。
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Abstract:
 

Aiming
 

at
 

the
 

problem
 

that
 

the
 

actual
 

environmental
 

noise
 

in
 

engineering
 

applications
 

is
 

mainly
 

manifested
 

as
 

Gaussian
 

colored
 

noise
 

and
 

the
 

algorithms
 

for
 

processing
 

Gaussian
 

white
 

noise
 

fail,
 

a
 

fourth-order
 

cumulant
 

ESPRIT
 

algorithm
 

is
 

proposed
 

for
 

the
 

estimation
 

of
 

the
 

frequency
 

and
 

attenuation
 

factor
 

of
 

multicomponent
 

attenuated
 

sinusoidal
 

signals
 

in
 

Gaussian
 

colored
 

noise
 

environments.
 

First,
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

fourth-order
 

cumulants
 

and
 

the
 

autocorrelation
 

and
 

intercorrelation
 

matrices
 

in
 

the
 

observed
 

samples
 

is
 

derived
 

to
 

find
 

their
 

fourth-order
 

cumulant
 

matrices.
 

Second,
 

the
 

generalized
 

eigenvalue
 

decomposition
 

of
 

the
 

fourth-
order

 

cumulants
 

is
 

performed,
 

and
 

the
 

signal
 

attenuation
 

factor
 

and
 

frequency
 

estimates
 

can
 

be
 

obtained
 

based
 

on
 

the
 

generalized
 

eigenvalues.
 

Finally,
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

is
 

validated
 

by
 

simulation
 

experiments.
 

The
 

average
 

estimation
 

errors
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

for
 

the
 

angular
 

frequency
 

and
 

the
 

attenuation
 

factor
 

of
 

the
 

multicomponent
 

fading
 

sinusoidal
 

signal
 

are
 

0. 002
 

0π
 

rad
 

and
 

0. 002
 

0
 

at
 

the
 

hybrid
 

signal-to-noise
 

ratio
 

of
 

0
 

dB.
 

Compared
 

with
 

ESPRIT
 

and
 

Prony
 

algorithms,
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

has
 

stronger
 

noise
 

suppression
 

ability
 

and
 

higher
 

parameter
 

estimation
 

accuracy
 

in
 

Gaussian
 

white
 

noise
 

and
 

Gaussian
 

colored
 

noise
 

backgrounds.
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0　 引　 言

　 　 指数衰减正弦信号参数估计在生物医学工程、电力

系统、核磁共振、雷达声纳以及信号检测等多个领域有着

广泛的应用[1] 。 传统的参数估计方法主要针对恒定幅度

的正弦信号参数进行估计,并且已经发展的较为成熟。
然而,指数衰减正弦信号的包络呈指数衰减形式,并且幅

度大小逐渐衰减变化,因此不能完全依赖于恒定正弦信

号参数估计的方法来估计其参数[2] 。
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近年来,相关学者提出的指数衰减正弦信号参量估

计的方法,大多数是由正弦信号参量估计方法推演而

来[3] 。 其中傅里叶变换方法是用于衰减正弦信号参数估
计的典型方法之一[4-6] ,但是傅里叶变换类方法在本质上

无法克服频谱畸变和泄露的问题,最终导致估计精度较

差。 最小二乘法是一种常见的数学优化方法,其也可用

于指数衰减正弦信号参数估计,它的基本思想是寻找一

组信号的振幅、频率和相位等参数,使这组信号与给定数

据点的差的平方和最小,但该方法存在计算复杂度高、受
噪声影响较大等问题[7-8] 。 广义最小二乘法是对最小二

乘法的一种扩展,其考虑了噪声的影响,估计精度有所提

高,但是仍然存在计算复杂度高和使用条件受限等问题。
利用状态空间模型对信号参数进行估计可以建立包含待

估计参数的状态空间模型,以隐含的时间作为自变量,适
用于指数衰减正弦信号参数估计[9-10] 。 但是建立状态空

间模型需要大量的数据,并且这种对模型的假设要求较

高。 基于线性预测和神经网络的方法由于需要迭代训

练,计算量较大[11] 。 智能计算方法如遗传算法和极大似

然法具有较好的全局搜索能力,在低信噪比下表现欠佳,
并且搜索空间维数较大[12-13] 。 现代谱估计 方 法 中

ESPRIT
 

( estimating
 

signal
 

parameters
 

via
 

rotational
 

invariance
 

techniques)算法无需谱峰搜索,利用其内部的

旋转不变特性,通过奇异值分解即可进行频率和衰减因

子的有效估计[14-16] ,并且具有高分辨率参数估计特性,是
一种经典的衰减正弦信号参数估计方法。

高斯噪声包括高斯白噪声和高斯有色噪声,高斯白

噪声只是理论上的一种模型,在实际工程中,信号中存在

的附加噪声往往是高斯有色噪声[17] 。 高阶谱分析技术

被广泛应用于信号处理领域,其中高阶累积量( higher
 

order
 

cumulant,
 

HOC)对比自相关函数和功率谱包含了

如相位等更多的信息,且对于高斯噪声的高阶累积量(阶

次 k ≥ 3)为 0[18] 。 因此,从理论角度分析来看,高阶累积

量可以完全抑制高斯白噪声及有色噪声对参数估计的影

响[19-20] 。 鉴于高阶累积量和 ESPRIT 算法的特点,给出

了一种高斯有色噪声背景下基于高阶累积量 ESPRIT
(HOC-ESPRIT)算法的衰减正弦信号参数估计方法。 首

先求出待测信号的四阶累积量,推导出四阶累积量与观

测样本中的自相关矩阵和互相关矩阵之间的关系进行替

代,然后对四阶累积量进行特征值分解,进而估计出衰减

因子和角频率。 在高斯有色噪声背景下利用基于四阶累

积量 ESPRIT 算法对指数衰减正弦信号进行角频率和衰

减因子估计,可以提高参数估计的精度和稳定性,尤其是

在低信噪比条件下表现性能更为突出。

1　 衰减正弦信号数学模型

　 　 针对指数衰减正弦信号进行频率和衰减因子估计,

则多分量指数衰减正弦信号模型可表示为:

x(n) = ∑
p

i = 1
β ie

-dine j(ωin+φi) + ω(n) (1)

式中: p是信号分量个数, β i 为信号幅值, d i 是衰减因子,
ω i 为角频率, φ i 为初始相位, ω(n) 为附加高斯噪声。

2　 基于高阶累积量 ESPRIT 的参数估计

2. 1　 高阶累积量

　 　 高阶累积量的阶数大于或等于 3,对于 k(k ≥ 3) 阶

平稳随机过程 x(n) ,当其均值为 0 时该过程的 n 阶矩与

n 阶累积量为包含独立变元个数为 n-1 的函数。 该过程

的 n 阶矩 mnx 和 n 阶累积量 cnx 定义为:
mnx( 1,…, n-1) = mom{x(n),x(n + 1),…,x(n +

n-1)} (2)
cnx( 1,…, n-1) = cum{x(n),x(n + 1),…,x(n +

n-1)} (3)
假设 x(n) 为高斯随机过程,令 x1 = x(n),x2 = x(n +

1) ,…, xk = x(n + k) ,根据高阶累积量的定义式(3),
可以计算得到 x(n) 的所有阶次累积量,即:

c1x = E{x(n)} = 0
c2x( ) = E{x(n)x(n + )} = r( )
ckx( 1, 2,…, k-1) ≡ 0,k ≥ 3

ì

î

í

ïï

ïï

(4)

由此可得,所有高斯随机过程的高阶累积量始终为

0。 因此,通过使用高阶累积量,能够有效地消除信号中

的高斯白噪声和高斯有色噪声的影响。
设 x(n) 的均值为 0 且为平稳随机过程,则其四阶累

积量可以表示为:
c4x(m1,m2,m3) = m4x(m1,m2,m3) -

E{x(n)x(n + m1)}E{x∗(n + m2)x∗(n + m3)} -
E{x(n)x∗(n + m2)}E{x(n + m1)x∗(n + m3)} -
E{x(n)x∗(n + m3)}E{x(n + m1)x∗(n + m2)} (5)
2. 2　 衰减正弦信号参数估计原理分析

　 　 定义 y(n) = x(n + 1) ,构造以下 m × 1 维向量(选择

m > p ):
x(n) = [x(n),x(n + 1),…,x(n + m - 1)] T (6)
w(n) = [w(n),w(n + 1),…,w(n + m - 1)] T (7)
y(n) = [y(n),y(n + 1),…,y(n + m - 1)] T =

[x(n + 1),x(n + 2),…,x(n + m)] T (8)

α(ω i,d i) = [1,e
-di+jωi,…,e( -di+jωi)(m-1) ] T (9)

改写为矩阵形式如下所示:
x(n) = As(n) + w(n) (10)
y(n) = AΦs(n) + w(n + 1) (11)

式中:A= [α(ω i,d i),α(ω2,d2 ),…,α(ωp,dp)],s(n) =

[ s1e(-d1+jω1)n, s2e(-d2+jω2)n, …, spe
(-dp+jωp)n ] T, Φ = diag
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(e
-d1+jω1 ,e

-d2+jω2 ,…,e
-dp+jωp]称为旋转算符。

观测向量 x(n) 的自相关矩阵为:
Rxx = E{x(n)xH(n)} = APAH + σ2I (12)
其矩阵形式可以写成:

Rxx =

rxx(0) r∗
xx(1) … r∗

xx(m - 1)

rxx(1) rxx(0) … r∗
xx(m - 2)

︙ ︙ ︙ ︙
rxx(m - 1) rxx(m - 1) … rxx(0)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(13)
式中: P = E{s(n)sH(n)} 是信号向量的相关矩阵。

向量 x(n) 和 y(n) 的互相关矩阵为:
Rxy = E{x(n)yH(n)} = APΦHAH + σ2Z (14)
用矩阵形式可表示为:

Rxy =

rxx(1) rxx(2) … rxx(m)

r∗
xx(0) rxx(1) … rxx(m - 1)
︙ ︙ ︙ ︙

r∗
xx(m - 2) r∗

xx(m - 3) … r∗
xx(1)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(15)
式中: σ2Z = E{w(n)wH(n + 1)},Z 是主对角线下面的

对角线上的元素全为 1,其他元素为 0 的 m × m 矩阵。
对 Rxx 作特征值分解,得到特征值的最小值 λmin =

σ2。 得到新的矩阵为:
Cxx = Rxx - λminI = Rxx - σ2I = APAH (16)
Cxy = Rxy - λminZ = Rxy - σ2Z = APΦAH (17)

Cxx =

rxx(0) r∗
xx(1) … r∗

xx(m - 1)

rxx(1) rxx(0) … r∗
xx(m - 2)

︙ ︙ ︙ ︙
rxx(m - 1) rxx(m - 2) … rxx(0)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(18)

Cxy =

rxx(1) rxx(2) … rxx(m)
rxx(0) rxx(1) … rxx(m - 1)

︙ ︙ ︙ ︙
r∗
xx(m - 2) r∗

xx(m - 3) … rxx(1)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(19)
{Cxx,Cxy} 称为矩阵对,对此矩阵做广义特征分解得

Cxxu = γCxxu ,所以 γ 为广义特征值, u 为广义特征向量。
由广义特征值可推导出角频率和衰减因子的估计式分

别为:

ω̂ i = ∠γ i (20)

d̂ i = - ln[Re(γ i)],i = 1,2,…,p (21)
2. 3　 基于四阶累积量 ESPRIT 算法的参数估计

　 　 利用四阶累积量 C4x,C4xy 对 Cxx,Cxy 进行替代,需确

定它们之间的关系。 对于衰减正弦信号 x(n) ,其自相关

函数为:
rx(m) = E{x(n)x∗(n + m)} =

∑
p

k = 1
| xk |

2exp( - jωkm - d i(2n + m)) (22)

由式(3)可得其四阶累积量为:
C4x(m1,m2,m3) =

- E[∑
p

k = 1
2 | xk |

4exp( - jωk(m2 + m3 - m1) -

dk(4n + m2 + m3 - m1)] (23)
当 m1 = m2 = m3 = m 时,式(23)可改写为:
C4x(m) =

- E[∑
p

k = 1
2 | xk |

4exp( - jωkm - dk(4n + m))] =

- ∑
p

k = 1
| xk |

4exp( - jωkm - dk(4n + m)) (24)

由式(22)、(24)可知 x(n) 的自相关函数 rx(m) 和

四阶累积量 C4x(m) 之间的关系为:

C4x(m) = - rx(m)·| xk |
2·e

-2ndk (25)
观察 Cxx,Cxy 并重新构造四阶累积量矩阵 C4x,C4xy:
C4x =

C4x(0) C∗
4x(1) … C∗

4x(m - 1)

C4x(1) C4x(0) … C∗
4x(m - 2)

︙ ︙ ︙ ︙
C4x(m - 1) C4x(m - 2) … C4x(0)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(26)

C4xy =
C4x(1) C4x(2) … C4x(m)

C∗
4x(0) C4x(1) … C4x(m - 1)
︙ ︙ ︙ ︙

C∗
4x(m - 2) C∗

4x(m - 1) … C∗
4x(1)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(27)

由式(16)、(17)、(25)可得

C4x = ASAH = - AP2AH (28)
C4xy = ASΦHAH = - AP2ΦHAH (29)
其中:

S = diag[ -| s1 | 4e
-4nd1 , -| s2 | 4e

-4nd2 ,…,

-| sp |
4e

-4ndp] (30)
因 P = E{s(n)sH(n)} 为对角矩阵,矩阵相乘可以改

变其中对角矩阵的顺序,所以可得 C4x,C4xy 与 Cxx,Cxy 之

间的关系为:
C4x = - CxxP (31)
C4xy = - CxyP (32)
设 Γ为矩阵对 {C4x,C4xy} 的广义特征值矩阵, S 为

非奇异矩阵,则 Γ与旋转因子 Φ的关系为:

Γ =
Φ　 0
0　 0

é

ë
êê

ù

û
úú (33)

从信号模型可以看出, C4x = ASAH 的秩为 p ,考察下
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列矩阵束 C4x - γC4xy = AS(I - γΦH)AH ,由于 ASAH 与

ASΦHAH 的行空间相同, 所以通常情况下 (ASAH -
γASΦHAH) 的秩为 p 。 如果满足 γ = exp(jω i - d i) ,则
(I - γΦH) 第 i 列全为 0,矩阵 (I - exp(jω i - d i)Φ

H) 的

秩为 (p - 1) ,这时矩阵 (C4x - γC4xy) 的秩减小为 (p -
1) 。 根据广义特征值的定义, γ = exp(jω i - d i) 是矩阵

对 {C4x,C4xy} 的广义特征值,因为这两个矩阵描述同一

空间,它们共有的零空间对应的广义特征值也一定是 0,
它们对应的广义特征向量也一样。 因此,矩阵对 {C4x,
C4xy} 的 p 个广义特征值在单位圆上,且与矩阵 Φ的对角

线元素相等,而其余 (m - p) 个广义特征值在原点上。

因此仍然满足 ω̂ i = ∠γ i,d̂ i = - ln[Re(γ i)] .

3　 仿真验证与分析

　 　 实验 1,有效性验证实验。 指数衰减正弦信号分量

个数 p = 3,信号幅值 β 1 = β 2 = β 3 = 4;衰减因子 d1 =
0. 025,d2 = 0. 03,d3 = 0. 035;信号角频率 ω 1 = 0. 025π

 

rad,ω 2 = 0. 03πrad,ω 3 = 0. 035πrad 。 图 1 给出了上述

参数的多分量指数衰减正弦信号原始波形以及附加高斯

白噪声和高斯色噪声后的信号波形,信噪比( signal
 

to
 

noise
 

ratio,
 

SNR)均为-5
 

dB。
采用本文算法对图 1 所示多分量指数衰减正弦信号

的参数进行估计,在不同信噪比下分别进行 100 次蒙特

卡罗独立实验,估计结果如图 2 ~ 3 所示。

图 1　 多分量指数衰减正弦信号

Fig. 1　 Multi-component
 

exponentially
 

attenuated
 

sinusoidal
 

signal

图 2 和 3 分别给出了在高斯白噪声和高斯色噪声下

指数衰减正弦信号各个信号分量的角频率和衰减因子的

图 2　 白噪声下衰减因子和角频率估计均方根误差

Fig. 2　 Root
 

mean
 

square
 

error
 

of
 

attenuation
 

factor
 

and
corner

 

frequency
 

estimation
 

in
 

white
 

noise

估计均方根误差曲线。 从中可以看出无论是在白噪声还

是色噪声背景下,各信号分量的衰减因子和角频率估计

均方根误差均较小,且当信噪比高于 0
 

dB 时,本文算法

对角频率和衰减因子的估计精度和稳健性都表现良好。
实验 2,不同算法对比验证实验。 实验条件如同实

验 1。 在高斯白噪声和高斯色噪声背景下分别采用

HOC-ESPRIT 算法、ESPRIT 算法和 Prony 算法对信号频

率和衰减因子进行估计,在不同信噪比下分别进行 100
次蒙特卡罗独立实验,得到各参数的均方根误差曲线如

图 4 和 5 所示。
从图 4 可以看出,在高斯白噪声背景下尤其在较高

信噪比时三者表现接近。 但在信噪比较低时 HOC-
ESPRIT 算法与 ESPRIT 算法和 Prony 算法相比,其均方

根误差更小。 由图 5 可知,在存在高斯色噪声的情况下,
HOC-ESPRIT 算法表现出明显优越性,其均方根误差远

低于另外两种算法, 尤其是在较低信噪比时 HOC-
ESPRIT 算法估计效果更加优越。 表明 HOC-ESPRIT 算

法针对高斯有色噪声具有较好的抑制性能,验证了 HOC-
ESPRIT 算法的有效性。

实验 3,不同噪声背景下不同算法的参数估计性能

对比实验。 为了进一步验证 HOC-ESPRIT 算法在不同噪
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图 3　 色噪声下衰减因子和角频率估计均方根误差

Fig. 3　 Root
 

mean
 

square
 

error
 

of
 

attenuation
 

factor
 

and
angular

 

frequency
 

estimation
 

in
 

color
 

noise

图 4　 白噪声下不同算法估计性能比较

Fig. 4　 Comparison
 

of
 

estimation
 

performance
 

of
different

 

methods
 

under
 

white
 

noise

图 5　 色噪声下不同算法估计性能比较

Fig. 5　 Comparison
 

of
 

estimation
 

performance
 

of
different

 

methods
 

under
 

color
 

noise

声背景下对指数衰减正弦信号参数估计的优越性,在高

斯白噪声和高斯色噪声混合噪声背景下采用 HOC-
ESPRIT 算法和 ESPRIT 算法及 Prony 算法分别进行信号

频率和衰减因子估计。 不同信噪比条件下的信号数据波

形如图 6 所示,信噪比分别为-5、0 和 5
 

dB。 进行 100 次

重复实验,不同算法参数估计结果如表 1 所示。
由表 1 可知,HOC-ESPRIT 算法与 ESPRIT 算法和

Prony 算法相比,在不同信噪比条件下所估计出的信号角

频率和衰减因子均更加接近于实际值,其中在信噪比为

0
 

dB 时,HOC-ESPRIT 算法估计出的 3 个信号角频率和

衰减因子的平均误差分别为 0. 002 0π
 

rad, 0. 002 0;
ESPRIT 算 法 估 计 平 均 误 差 分 别 为 0. 010 0π

 

rad,
0. 020 7;Prony 算法估计平均误差分别为 0. 011 2π

 

rad,
0. 027 6。 可见 HOC-ESPRIT 算法估计误差相对更小,说
明其具有更强的抗噪声能力和更高的估计精度。 针对同

一种算法,在不同信噪比条件下,所估计结果有不同程度

的差距,其中 Prony 算法最差、ESPRIT 算法次之、HOC-
ESPRIT 算法性能最好,表明 HOC-ESPRIT 算法具有更优

的噪声抑制鲁棒性。



·192　　 · 电
 

子
 

测
 

量
 

与
 

仪
 

器
 

学
 

报 第 38 卷

图 6　 不同噪声背景下多分量指数衰减正弦信号

Fig. 6　 Multi-component
 

exponentially
 

attenuated
 

sinusoidal
signal

 

under
 

different
 

noise
 

backgrounds

4　 结　 论

　 　 针对工程应用中实际环境噪声多表现为高斯有色噪

声,而针对高斯白噪声进行处理的算法失效问题,给出了

一种基于高阶累积量 ESPRIT 算法的多分量指数衰减正

弦信号参数估计算法。 首先构造四阶累积量代替观测样

本的自相关矩阵和互相关矩阵,计算它们之间的关系并

确定四阶累积量的结果。 然后通过对四阶累积量进行广

义特征值分解得到特征值,从而获得衰减因子和频率的

估计值。 该算法在面对高斯白噪声和高斯色噪声干扰

时,与 ESPRIT 算法及 Prony 算法相比具有更优的参数估

计性能。 在 0
 

dB 混合噪声背景下,针对多分量衰减正弦

信号 角 频 率 和 衰 减 因 子 的 平 均 估 计 误 差 分 别 为

0. 002 0π
 

rad 和 0. 002 0,表明其具有较高的噪声抑制能

力和较高的估计精度。

表 1　 混合噪声背景下不同算法估计结果

Table
 

1　 Estimation
 

results
 

of
 

different
 

algorithms
 

under
 

mixed
 

noise
 

background

信号参数 信噪比

HOC-ESPRIT 算法 ESPRIT 算法 Prony 算法

估计值
估计
误差

估计值
估计
误差

估计值
估计
误差

ω1 = 0. 025π
 

rad
ω2 = 0. 030π

 

rad
ω3 = 0. 035π

 

rad

-5
 

dB
ω1 = 0. 018

 

9π
 

rad,
ω2 = 0. 034

 

7π
 

rad,
ω3 = 0. 040

 

4π
 

rad
0. 005

 

4π
 

rad
ω1 = 0. 012

 

8π
 

rad,
ω2 = 0. 043

 

4π
 

rad,
ω3 = 0. 021

 

4π
 

rad
0. 013

 

1π
 

rad
ω1 = 0. 045

 

0π
 

rad,
ω2 = 0. 050

 

1π
 

rad,
ω3 = 0. 055

 

6π
 

rad
0. 020

 

2π
 

rad

0
 

dB
ω1 = 0. 023

 

1π
 

rad,
ω2 = 0. 027

 

7π
 

rad,
ω3 = 0. 036

 

9π
 

rad
0. 002

 

0π
 

rad
ω1 = 0. 016

 

1π
 

rad,
ω2 = 0. 040

 

1π
 

rad,
ω3 = 0. 046

 

0π
 

rad
0. 010

 

0π
 

rad
ω1 = 0. 015

 

3π
 

rad,
ω2 = 0. 019

 

5π
 

rad,
ω3 = 0. 048

 

3π
 

rad
0. 011

 

2π
 

rad

5
 

dB
ω1 = 0. 024

 

5π
 

rad,
ω2 = 0. 030

 

6π
 

rad,
ω3 = 0. 035

 

3π
 

rad
0. 000

 

5π
 

rad
ω1 = 0. 030

 

2π
 

rad,
ω2 = 0. 025

 

7π
 

rad,
ω3 = 0. 039

 

6π
 

rad
0. 004

 

7π
 

rad
ω1 = 0. 029

 

9π
 

rad,
ω2 = 0. 034

 

7π
 

rad,
ω3 = 0. 031

 

2π
 

rad
0. 004

 

8π
 

rad

d1 = 0. 025
d2 = 0. 030
d3 = 0. 035

-5
 

dB
d1 = 0. 032

 

8,
d2 = 0. 040

 

1,
d3 = 0. 041

 

9
0. 008

 

3
d1 = 0. 067

 

5,
d2 = 0. 069

 

2,
d3 = 0. 005

 

0
0. 037

 

2
d1 = 0. 084

 

7,
d2 = 0. 001

 

2,
d3 = 0. 105

 

3
0. 052

 

9

0
 

dB
d1 = 0. 027

 

1,
d2 = 0. 031

 

8,
d3 = 0. 032

 

9
0. 002

 

0
d1 = 0. 004

 

7,
d2 = 0. 051

 

2,
d3 = 0. 014

 

5
0. 020

 

7
d1 = 0. 059

 

0,
d2 = 0. 004

 

6,
d3 = 0. 058

 

4
0. 027

 

6

5
 

dB
d1 = 0. 024

 

7,
d2 = 0. 030

 

3,
d3 = 0. 034

 

2
0. 000

 

5
d1 = 0. 018

 

3,
d2 = 0. 036

 

2,
d3 = 0. 041

 

6
0. 006

 

5
d1 = 0. 032

 

2,
d2 = 0. 038

 

3,
d3 = 0. 029

 

4
0. 007

 

0
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