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摘　 要:MEMS 电容型器件在工作过程中,其电容通常情况下为非正对的极板,边缘效应不容忽视。 为解决此问题,基于保角映

射变换和复变函数相关理论,通过继承传统模型并加以修正,得出电容极板在非正对情况下的边缘效应模型。 经过与有限元仿

真、传统 Heerens 模型、Huang 模型的对比,表明当电容极板从正对到完全移开的过程中,本文模型与有限元仿真的误差在

10% ~ 20%之间,优于传统 Heerens 模型与 Huang 模型。 进一步,根据本文模型,当极板重合度低于 40%时,边缘效应呈快速增

长,此时其电容值可用本文模型进行计算。 以上结论均得到了 MEMS 阵列电容数字式实验验证。 研究对电容型 MEMS 器件的

设计与性能分析具参考作用。
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Abstract:
 

In
 

the
 

working
 

process
 

of
 

MEMS
 

capacitive
 

devices,
 

the
 

capacitor
 

plates
 

are
 

usually
 

not
 

in
 

the
 

very
 

opposite
 

position
 

but
 

in
 

an
 

inclined
 

position,
 

which
 

will
 

induce
 

the
 

fringing
 

field
 

effect
 

and
 

cannot
 

be
 

ignored.
 

Based
 

on
 

conformal
 

mapping
 

transformation
 

and
 

complex
 

function
 

correlation
 

theory,
 

the
 

fringing
 

effect
 

model
 

is
 

proposed
 

by
 

inheriting
 

the
 

traditional
 

models
 

and
 

modifying
 

them.
 

Compared
 

with
 

the
 

traditional
 

Heerens’
 

and
 

Huang’s
 

model,
 

the
 

proposed
 

model
 

is
 

better
 

because
 

the
 

error
 

between
 

the
 

proposed
 

model
 

and
 

the
 

finite
 

element
 

simulation,
 

which
 

is
 

from
 

10%
 

to
 

20%
 

when
 

the
 

capacitor
 

plate
 

is
 

moved
 

from
 

perfectly
 

aligned
 

to
 

completely
 

misaligned,
 

is
 

less
 

than
 

that
 

between
 

the
 

traditional
 

Heerens’ s
 

and
 

Huang’ s
 

model.
 

Furthermore,
 

according
 

to
 

the
 

proposed
 

model,
 

when
 

the
 

plate
 

coincidence
 

degree
 

is
 

lower
 

than
 

40%,
 

the
 

fringing
 

effect
 

increases
 

rapidly.
 

As
 

a
 

result,
 

the
 

proposed
 

model
 

should
 

be
 

applied
 

to
 

correct
 

the
 

capacitance.
 

All
 

above
 

are
 

verified
 

by
 

a
 

digital
 

experiment
 

concerned
 

with
 

MEMS
 

differential
 

capacitor
 

array.
 

The
 

research
 

is
 

helpful
 

for
 

the
 

design
 

and
 

performance
 

analysis
 

of
 

capacitive
 

MEMS
 

devices.
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0　 引　 言

　 　 MEMS 传感器与执行器中有很多电容型器件[1-4] ,其
工作原理严重依赖于电容值的大小[5-8] 。 然而在大多数

情况下,器件在工作过程中,电容极板是非正对的[9-11] ,
因此存在边缘效应。 未计及边缘效应的不准确的传统电

容计算模型严重制约了器件设计与性能估算。 在电容边

缘效应计算方面,Pamela[12] 、Leus 等[13] 、Huang 等[14] 基

于保 角 映 射 变 换 推 导 出 了 不 同 的 边 缘 效 应 模 型,
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Heerens[15]通过保角变换和复变函数相关理论,并使用在

柱坐标下求解拉普拉斯方程时所用到的第一类和第二类

修正贝塞尔函数推出了以极板端点坐标进行运算的平板

电容计算模型。
但以上模型在研究中发现均不能很好地描述边缘效

应。 因此,本文将在以上基础上,对 MEMS 传感器中常见

的电容极板进行分析,提出新的计算模型,并进行有限元

分析验证,进一步得出边缘效应对电容型 MEMS 器件的

影响程度。

1　 MEMS 器件电容边缘效应模型

　 　 MEMS 器件工作状态下,通常极板为非正对状态,存
在边缘效应。 针对电容极板的边缘效应,多位学者[12-14]

使用 Schwarz-Christoffel 保角映射变换推导出了计及边缘

效应的单位长度平行板电容器的电容计算模型,其边缘

效应部分电容表示如图 1 所示。

图 1　 平行板电容器边缘效应电场分布示意图

Fig. 1　 Fringing
 

effect
 

electric
 

field
 

distribution
of

 

parallel
 

plate
 

capacitor

C边缘效应 = ε
π

[1 + ln(1 + 2πa
d

+ ln(1 + 2πa
d

))]

(1)
式中: ε 是空气介电常数, a 和 d 分别为平板电容器的宽

度和极板间距。 根据该模型,Huang 等[14] 提出单位长度
的平行板电容器电容计算模型:

CHuang = ε a
d

+ ε
π

[1 + ln(1 + 2πa
d

+ ln(1 + 2πa
d

))]

(2)
但该模型只描述了正对极板之间的电容及其边缘效

应。 为描述非正对极板之间的边缘效应,Heerens 通过保

角变换和复变函数相关理论,并使用在柱坐标下求解拉

普拉斯方程时所用到的第一类和第二类修正贝塞尔函数

首先推导出了由在圆柱体上下表面的环形电极和扇形电
极所形成电容器的电容解析式 C环-扇,如图 2 所示,其中,
R4 ≥ R2 > R1 ≥ R3。

C环-扇 = 2εφd
π2 (∑

∞

n = 1
( - 1) n{ρ3I1(nρ3)[ρ1K1(nρ1) -

ρ2K1(nρ2)] - ρ4K1(nρ4)[ρ1I1(nρ1) -

ρ2I1(ρ2)]} + 1
4

(ρ2
2 - ρ2

1)) (3)

式中: ε 是空气介电常数, φ 为扇形电极的圆心角, d 为

圆柱上下表面的距离, ρ j = πR j / d,Iv( z) 是第一类修正贝

塞 尔 函 数, 其 具 体 的 表 达 式 为: Iv( z) =

( z / 2) v+2k∑
∞

k = 0
{1 / [k! Γ(v + k + 1)]},Kv( z) 是第二类修

正贝 塞 尔 函 数, 其 具 体 的 表 达 式 为: Kv( z) =
[ Iv( z)cos(vπ) - I -v( z)] / sin(vπ)。

图 2　 环形电极

Fig. 2　 The
 

ring
 

electrodes

为进一步获得图 3 所示的有限长矩形电极的电容计

算公式,此时不再是圆柱坐标系,对于较大的半径 R ,
Heerens 将式(3)中的贝塞尔函数修改为指数函数,圆柱

坐标 R i 转换为笛卡尔坐标 x i ,最终推导出以极板端点坐

标进行运算的矩形平行极板电容计算模型:
CHeerens =

εL
π

ln{
cosh[ π

2d
(x2 - x3)]cosh[ π

2d
(x1 - x4)]

cosh[ π
2d

(x1 - x3)]cosh[ π
2d

(x2 - x4)]
} (4)

式中: ε 是空气介电常数, x1、x2、x3、x4 为电极端点坐标。

图 3　 矩形电极

Fig. 3　 Rectangular
 

electrodes

综合以上分析,在参考以上模型的基础上,对非正对
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平行极板电容计算模型提出修正。 首先结合 Heerens 模

型中的正对极板电容和 Huang 模型中二维平行极板边缘

效应电容的计算,提出了修正的正对极板电容模型:

CI = εL
π

{ln[1 +
cosh(πa

d
)

cosh(πx
d

)
] + 1 + ln[1 +

2π(a - x)
d

+ ln(1 + 2π(a - x)
d

)]} (5)

其次,根据 Huang 模型中的二维平行极板边缘效应

电容计算公式,补充修正了三维平行极板边缘效应电容

的计算模型:

Cп = ε(a - x)
π

{1 + ln(1 + 2πL
d

+ ln(1 + 2πL
d

))}

(6)
最后基于保角映射变换补充了非正对平行极板的电

容模型:

Cш = εL
π

ln(1 + 4πx

d2 + (x
+ a
2

) 2

) +

εx
π

ln(1 + 4πL

d2 + (x
+ a
2

) 2

) (7)

式中: ε 是空气介电常数, x 是电容两极板间相对错开距

离, a 和 L 分别是极板宽度和长度。 因此,提出如图 4 所

示的非正对平行板电容器的电容模型为:
C = CI + Cп + Cш (8)

图 4　 非正对平行板电容器模型

Fig. 4　 Unaligned
 

parallel
 

plate
 

capacitor
 

model

2　 仿真分析与讨论

　 　 为讨论本文模型以及传统模型对边缘效应的描述情

况,采用有限元仿真与各模型进行对比。 对比时,移动电

容器的其中一个极板 B,使其边 L 沿 x 轴从坐标原点 O
移动 Δx。 并且,为观察各模型对不同几何尺寸下电容极

板的适用情况,变动极板 A,B 的尺寸,保持极板 y 方向

长度 L = 100 μm 不变,极板宽度 a 分别取 10、50、100、

200
 

μm,如图 5 所示。 有限元仿真采用电场仿真软件

Maxwell
 

16. 0,极板材质设置为金,极板间距 d= 15 μm,两
极板分别加上+5

 

V 和-5
 

V 的电压,仿真计算区域的介

质设置为空气。 为充分考虑电容器的边缘效应,仿真计

算区域应尽可能多得包含极板以外的电场线,通过对仿

真计算区域进行参数化分析,设置仿真计算区域为模型

大小的 600%。

图 5　 电容极板移动过程

Fig. 5　 The
 

process
 

of
 

moving
 

the
 

capacitor
 

plate

图 6 展示了不同尺寸下的极板 B 移动过程中,平板

电容器电容的各模型与有限元仿真值变化的过程。

图 6　 极板移动过程中电容值的变化(Δx<a)
Fig. 6　 Change

 

of
 

capacitance
 

value
 

during
plate

 

movement(Δx<a)

由图 6(a) ~ (d)可知,在极板 B 的移动过程中,本文

模型相比于 Heerens 模型和 Huang 模型,更接近有限元

仿真值。 当 a = 10
 

μm 时,随着极板 B 相对 A 的移动,
Heerens 模型在 0. 000

 

25
 

pF 到 0. 000
 

2
 

pF 的区间变动,
而 Huang 模型从约 0. 001 4

 

pF 下降到约 0. 000 28
 

pF,本
文模型从约 0. 001 4

 

pF 成弧形靠近有限元仿真值,而包

含边缘效应的有限元仿真值在约 0. 001 72
 

pF 到约

0. 001 64
 

pF 的区间;当 a = 50 μm 时,随着极板 B 相对 A
的移动,Heerens 模型在 0. 002 6

 

pF 到 0. 000 2
 

pF 的区间
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变动,Huang 模型从约 0. 004 1
 

pF 下降到 0. 000 28
 

pF,本
文模型从约 0. 004 6

 

pF 成弧形靠近有限元仿真值,而包

含边 缘 效 应 的 有 限 元 仿 真 值 在 约 0. 005
 

pF 到 约

0. 003
 

pF 的区间;当 a = 100 μm 时,随着极板 B 相对 A
的移动,Heerens 模型在 0. 005 5

 

pF 到 0. 000 2
 

pF 的区间

变动,Huang 模型从约 0. 007 2
 

pF 下降到 0. 000 28
 

pF,本
文模型从约 0. 008 4

 

pF 成弧形靠近有限元仿真值,而包

含边缘效应的有限元仿真值在约 0. 008 6
 

pF 到约

0. 003 7
 

pF 的区间;当 a = 200 μm 时,随着极板 B 相对 A
的移动,Heerens 模型在 0. 011

 

pF 到 0. 000 2
 

pF 的区间变

动,Huang 模型从约 0. 013
 

pF 下降到 0. 000 28
 

pF,本文

模型从约 0. 015 88
 

pF 成弧形靠近有限元仿真值,而包含

边缘效应的有限元仿真值在约 0. 016
 

pF 到约 0. 004 6
 

pF
的区间。

为量化各模型对比有限元仿真的相对误差,令:

δ = 有限元仿真值 - 模型值
有限元仿真值

× 100% (9)

δ 值在极板移动过程中的变化如图 7 所示。 由图 7
(a) ~ ( d) 可知,Heerens 模型与不计边缘效应模型很接

近,说明 Heerens 模型在此种情况下基本不能表达边缘

效应。 Huang 模型在极板移动初期,与有限元仿真的误

差在 20%左右,随着极板的移动,误差逐渐增大。 本文模

型在极板从完全重合移动到总宽度的 60%时,误差均小

于 20%,仅在重合度小于 40%时,误差增大,但仍远远小

于 Huang 模型。 因此,本文模型优于 Heerens 模型和

Huang 模型,更接近包含边缘效应的有限元仿真值。

图 7　 各模型与有限元仿真的相对误差(Δx<a)
Fig. 7　 Relative

 

error
 

between
 

each
 

model
 

and
finite

 

element
 

simulation(Δx<a)

当极板 B 移动至与 A 不重合后,即图 5 中极板 B 的

L 边从坐标原点 O 移动至 Δx′时,Huang 模型已不能适用

于此种情况,仅本文模型与 Heerens 模型能继续描述,由
于 A、B 极板再无重叠部分且非正对部分极板的尺寸不

再随 Δx′ 改变,故此种情况下,本文模型变形为:

C = εl
π

ln[1 +
cosh(πa

d
)

cosh(πx
d

)
] + εl

π
ln(1 +

4πa

d2 + (x
+ a
2

) 2

) + εa
π

ln(1 + 4πl

d2 + (x
+ a
2

) 2

) (10)

图 8 和 9 分别为本文模型、Heerens 模型与有限元仿

真的对比。

图 8　 极板移动过程中电容值的变化(Δx′>a)
Fig. 8　 Change

 

of
 

capacitance
 

value
 

during
plate

 

movement(Δx′>a)

由图 8 和 9 可知,当极板 B 与极板 A 无重叠部分时,
由于电容的边缘效应,两极板之间仍有不可忽略的电容
存在。 在本文尺寸下,边缘效应的电容值仍高达 0. 002 ~
0. 005

 

pF。 而 Heerens 模型虽然理论上能继续描述此种

情况,但在各个尺寸情况下,其值都已非常接近于 0,与
仿真值的相对误差均高达 95%以上。 而本文模型仍以相

似的变化趋势接近于仿真值:当 a = 10 μm 时,本文模型

与仿真值的相对误差保持在 30%左右;当 a = 50 μm 时,
本文模型与仿真值的相对误差在 30% ~ 40%左右;当 a =
100 μm 时,本文模型与仿真值的相对误差在 30% ~ 48%
左右;当 a = 200 μm 时,本文模型与仿真值的相对误差在

20% ~ 50%左右。
为评估边缘效应对 MEMS 电容的影响,令:

γ = 边缘效应
非边缘效应

(11)

图 10 绘出了极板移动过程中边缘效应与传统不计

及边缘效应的电容计算公式 εA / d 的比值 γ 。
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图 9　 各模型与有限元仿真的相对误差(Δx′>a)
Fig. 9　 Relative

 

error
 

between
 

each
 

model
 

and
finite

 

element
 

simulation(Δx′>a)
 

图 10　 极板移动过程中电容边缘效应与不计边缘效应之比

Fig. 10　 Ratio
 

of
 

capacitor
 

fringing
 

effects
 

to
non-fringing

 

effects
 

during
 

plate
 

movement
 

由图 10(a) ~ (d)可知,极板移动到其总长度的 60%
时,边缘效应呈快速增长趋势。 因此,根据本文模型与有

限元仿真,可知如果在此时不计入边缘效应,仅根据

εA / d 计算,其误差将严重影响器件的设计与研究。 此时

可依据本文模型进行计算。

3　 阵列电容数字式实验

　 　 电容位移检测是 MEMS 电容型器件的一种常见应
用[16-20] 。 为验证本文结论,特选择以文献[21]中电容位

移检测阵列为例,利用其已测量的灵敏度数据,构建数字

式实验,研究各模型在差分电容阵列中的适用情况。 差

分电容阵列如图 11 所示。 因阵列电容具有周期性和对

称性等特点,分析时只考虑其中一个可动极板与其相邻

5 对固定极板之间的电容变化情况,各极板尺寸与其相

对位置如图 11 所示(d0 = 90 μm)。

图 11　 差分电容阵列示意图

Fig. 11　 Schematic
 

of
 

differential
 

capacitor
 

array

仿真仍然采用电场仿真软件 Maxwell
 

16. 0。 其中奇

数编号的定极板相互并联且加上+5
 

V 的电压;偶数编号

的定极板相互并联且加上- 5
 

V 的电压;动极板 0 加上

0
 

V 的电压。 在可动极板 0 从图 12 中三角形位置移动到

菱形位置 0’的过程中,将位移前后可动极板与固定极板

之间的电容作差,即可得到差分电容阵列的电容变化量

ΔC 。 用 C0-i 表示动极板 0 位移前与定极板 i 之间的电

容,C′0-i 表示动极板 0 位移后与定极板 i 之间的电容,令
ΔC0-i = C′0-i - C0-i 。 则有:

ΔC = ΔC0 -偶 - ΔC0 -奇 (12)
在可动极板 0 移动过程中,该阵列极板差分电容变

化的灵敏度为可动极板单位位移所产生的电容变化量,
用 ΔC / Δx 表示。 则各模型的灵敏度理论计算曲线、有限

元仿真曲线及实测标定曲线的对比如图 12 所示。

图 12　 各模型差分阵列灵敏度对比

Fig. 12　 Comparison
 

of
 

differential
 

array
sensitivities

 

of
 

different
 

models

由图 12 可知,文献[21]中实际测量标定的灵敏度为

0. 000 097 8
 

pF / μm;不计边缘效应模型只计算了可动极

板 0 与固定极板 5、固定极板 6 形成的差分电容,其灵敏
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度曲线为定值 0. 000 59
 

pF / μm;Heerens 模型灵敏度曲线

略低于不计边缘效应模型;Huang 模型曲线由于计算了

正对 极 板 部 分 的 边 缘 效 应, 其 灵 敏 度 曲 线 在 约

0. 000 83
 

pF / μm 左右浮动;而本文模型考虑了与可动极

板 0 没有正对面积的其他固定极板,所以其灵敏度曲线

最接 近 有 限 元 仿 真 曲 线 和 实 测 标 定 曲 线, 约 为

0. 000 29
 

pF / μm。 由此可知,与可动极板没有正对面积

的固定极板带来了电容测量灵敏度的衰减,其电容不应

被忽略。 各模型曲线两端的拐角也印证了当极板重合度

小于 40%时,边缘效应增长显著的结论。
差分电容阵列实验表明,在 MEMS 电容型器件的电

容计算中,本文模型优于传统 Heerens 模型与 Huang 模

型,更接近有限元仿真;当极板重合度小于 40%时,边缘

效应增长显著。

4　 结　 论

　 　 依据保角映射和复变函数相关理论,在传统电容边

缘效应模型基础上,发展出描述 MEMS 器件电容边缘效

应的模型。 通过与有限元仿真,传统 Heerens 模型和

Huang 模型的对比,表明当 MEMS 器件电容极板从正对

到错开的过程中,本文模型与有限元仿真的误差在

10% ~ 20%区间,优于传统 Heerens 模型与 Huang 模型。
进一步,根据本文模型,当极板重合度低于 40%时,边
缘效应呈快速增长,此时其电容值可用本文模型进行

计算。
以上结论均获得了阵列电容数字式实验支持,研究

对 MEMS 电容型器件的设计与性能分析具参考作用。
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