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摘　 要:为了解决输入受限下非完整轮式移动机器人的跟踪控制问题,考虑迭代学习控制方法,设计了一种迭代学习控制律,这
里所设计的迭代学习控制律结合了系统的跟踪误差和约束下的上一代控制律。 通过应用范数分析理论,对跟踪误差的收敛性

进行了理论分析,验证了设计的控制律的有效性。 最后,给出了一个仿真实例以证明理论分析结果的正确性,仿真结果表明,在
设计的迭代学习控制律作用下,具有输入受限的非完整轮式移动机器人能够获得很好的跟踪控制性能,跟踪误差最终收敛于零

的很小邻域内。
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Abstract:This
 

paper
 

addresses
 

the
 

tracking
 

control
 

problem
 

of
 

nonholonomic
 

wheeled
 

mobile
 

robot
 

with
 

input
 

saturation.
 

An
 

iterative
 

learning
 

control
 

law
 

with
 

iterative
 

leaning
 

control
 

method
 

is
 

designed,
 

where
 

the
 

designed
 

control
 

law
 

combines
 

the
 

tracking
 

error
 

of
 

mobile
 

robot
 

system
 

and
 

the
 

previous
 

generation
 

control
 

law
 

under
 

constraint.
 

Moreover,
 

the
 

convergence
 

of
 

the
 

tracking
 

error
 

is
 

analyzed
 

by
 

using
 

the
 

norm
 

theory,
 

and
 

then
 

the
 

validity
 

of
 

the
 

designed
 

control
 

law
 

is
 

verified.
 

Finally,
 

this
 

paper
 

gives
 

a
 

simulation
 

example
 

to
 

prove
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

theoretical
 

analysis.
 

The
 

simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

nonholonomic
 

wheeled
 

mobile
 

robot
 

with
 

input
 

saturation
 

can
 

obtain
 

good
 

tracking
 

control
 

performance
 

under
 

the
 

designed
 

iterative
 

learning
 

control
 

law,
 

and
 

the
 

tracking
 

error
 

can
 

converge
 

to
 

a
 

small
 

neighborhood
 

of
 

zero.
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0　 引　 言

移动机器人由于结构简单、便于操作、适用场合广等

优点,近年来受到了众多学者的广泛关注。 基于用途的

不同,移动机器人常被用于路径规划[1-2] 、 室内外导

航[3-4] 、水下未知环境探索[5] 、月球表面地形探测[6] 等各

种复杂控制任务。 然而,要使移动机器人能够很好地完

成复杂的任务,设计合适的控制方法是不可缺少的。
围绕轮式移动机器人的控制问题,文献[7] 针对独

轮移动机器人的跟踪控制问题进行了研究,设计了一阶

滑模控制器,解决了给定移动机器人的跟踪问题;文
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献[8]研究了一类具有未知外部参数的轮式移动机器人

系统,设计的视觉跟踪控制律实现了移动机器人对期望

轨迹的跟踪;文献[9]针对非平衡负载下轮式移动机器

人运动控制问题的分析,提出了一类抗扰 PID 控制器,有
效地提高了移动机器人轨迹跟踪性能和避障性能;文

献[10]通过应用设计的神经网络控制器,实现了移动机

器人的最优路径规划;文献[11]针对轮式移动机器人的

事件触发控制问题的研究,基于线性化方法的应用,提出

了一类状态反馈控制律,解决了机器人系统的事件触发

跟踪控制。 此外,针对多移动机器人系统的编队控制问

题,通过设计编队跟踪控制方法,文献[12-13]分别解决

了领导者-跟随者编队跟踪控制问题和时间触发编队跟

踪控制问题,文献 [ 14] 则实现了自适应分布式编队

控制。
对于实际环境中的移动机器人系统,由于外界因素

的影响以及自身元器件性能的限制,使得移动机器人可

能受到外界干扰或者自身元器件引起的受限约束,而这

些因素的存在,会给移动机器人系统的控制带来困难。
文献[15]考虑了输入受限和未知动态耦合关系下非完

整轮式移动机器人的控制问题,通过结合模型预测控制

方法和自适应控制方法,实现了机器人系统的轨迹跟踪

控制;文献[16]设计了一种基于神经网络的自适应跟踪

控制律,成功实现了时变全状态受限下轮式移动机器人

的有限时间跟踪控制;文献[17]为了解决输入受限下移

动机器人的鲁棒控制问题,基于设计的鲁棒跟踪控制器

的应用,取得了很好的跟踪控制性能;文献[18] 针对输

入受限和有界干扰下的非完整移动机器人事件触发控制

问题的研究,设计了基于事件触发的模型预测控制方法;
文献[19]为了解决输入饱和下轮式移动机器人的一致

性控制问题,设计了状态观测器和一致性控制律,实现了

给定机器人系统的一致性控制。
尽管上述文献围绕移动机器人系统展开了充分的研

究,但是大部分文献在解决移动机器人控制问题上都是

从时间域中考虑的。 在工程实际中,有时候希望能够获

得更精确的结果,此时机器人系统仅运行一次难以满足

控制要求,这就需要进行多次运行以获得更好的控制效

果。 迭代学习控制方法通过重复运行以获得更好的控制

效果,在解决复杂非线性系统控制问题上具有很好的优

势[20] 。 基于迭代学习控制方法良好的控制优势, 文

献[21]提出的基于可变遗忘因子的离散迭代学习控制

律,实现了给定移动机器人的轨迹跟踪控制;文献[22]
设计的模糊开闭环滑模 PID-P 型迭代学习控制律,有效

提高了移动机器人对特定轨迹的跟踪效果;文献[23]设

计的容错迭代学习控制律,成功实现了执行器故障下的

一类独轮移动机器人的跟踪控制;文献[24]提出的改进

型数据驱动迭代学习控制律,解决了速度受限下非完整

多轮式移动机器人的分布式编队控制问题。 由此可以看

出,当实际环境中存在干扰或者输入受限等不确定因素

时,通过应用迭代学习控制方法解决移动机器人的跟踪

控制问题,具有很好的优势和前景。
受到以上启发,本文针对输入受限下非完整轮式移

动机器人系统的跟踪控制问题展开分析,结合迭代学习

控制方法,设计了一种迭代学习控制律。 与文献[7-14]
相比,本文研究的移动机器人系统模型同时考虑了干扰

的存在和执行器输入受限约束,因此更具有一般性。 此

外,所设计的迭代学习控制律结合了系统的跟踪误差和

输入受限约束,从而通过对引入的学习因子的适当调节,
可以保证系统跟踪误差收敛于零的很小邻域内。 在设计

的迭代学习控制律作用下,移动机器人系统能够在时间

域和迭代域上实现跟踪控制。 最后,基于理论分析和数

值仿真,验证了理论结果的正确性和设计的迭代学习控

制律的有效性。

1　 问题描述和预备知识

1. 1　 输入受限下非完整轮式移动机器人数学模型

考虑差分驱动轮式移动机器人,其运动示意图如图

1 所示,它在同一轴上有两个推进轮。 根据文献[ 14,
 

25]的描述,移动机器人在驱动轮不打滑时的非完整数学

模型可表示为:
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Y( t) = X( t) (1)
式中: X( t) =[x( t),y( t),θ( t)] T 表示移动机器人的状

态; Y( t) 表示移动机器人的输出; θ( t)、v( t) 和 w( t) 分

别表示移动机器人的方向角、线速度和角速度。

图 1　 轮式移动机器人结构示意图

Fig. 1　 Structure
 

diagram
 

of
 

wheeled
 

mobile
 

robot
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针对实际中的非完整轮式移动机器人,考虑到干扰、
执行器输入饱和等因素的影响,通过实施迭代过程,得到

迭代作用下移动机器人数学模型为:

X
·

k( t) = B(Xk( t),t)sat(uk( t),u∗ ) + δ k( t)
Yk( t) = Xk( t) + φ k( t) (2)

式 中: Xk( t) = [xk( t),yk( t),θ k( t)] T、uk( t) = [vk( t),
wk( t)] T、Yk( t)、δ k( t) =[δ k

1( t),δ k
2( t),δ k

3( t)] T 和 φ k( t) =
[φ k

1( t),φ k
2( t),φ k

3( t)] T 分别表示在第 k 次迭代下的移动

机器人的状态、控制输入、输出、状态干扰和测量噪声干

扰; B(Xk( t),t) = [cos(θ k( t)),0;sin(θ k( t)),0;0,1] T;
sat(uk( t),u∗ ) =[sat(vk( t),u∗ ),sat(wk( t),u∗ )] T 表示

输入饱和函数, u∗ > 0 表示饱和函数的上限, k = 1,2,
…,n 表示迭代次数。

本文的目标是通过设计合适的迭代学习控制律

uk( t), 使得非完整轮式移动机器人系统(2)在迭代次数

k → ∞ 时,实现对期望轨迹的跟踪,即 limk→∞ Yk( t) =
Yd( t)。 期望的轨迹给定为:

X
·

d( t) =
cos(θ d( t)) 0
sin(θ d( t)) 0
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Yd( t) = Xd( t) (3)
式中: Xd( t) =[xd( t),yd( t),θ d( t)] T、Yd( t) 和 θ d( t) 分别

表示期望的状态、输出和方向角, ud( t) =[vd( t),wd( t)] T

表示控制输入,且满足 ‖ud( t)‖ ≤ bud
, 这里 bud

> 0。

1. 2　 预备知识

为便于下文的分析,针对非完整轮式移动机器人数

学模型(2),一些预备知识提供如下。
性质 1[26] 　 对 于 饱 和 函 数 sat(uk( t),u∗ ), 满

足式(4)。
‖ud( t) - sat(u( t),u∗ )‖2 ≤‖ud( t) - u( t)‖2

(4)
假设 1 　 矩 阵 B(Xk( t),t) 是 有 界 的, 即 存 在

‖B(Xk( t),t)‖ ≤ bB,bB 为正常数,且满足局部 Lipschitz
条件,即存在正常数 lB, 使得式(5)成立。

‖B(Xα( t),t) - B(Xβ( t),t)‖ ≤
lB‖Xα( t) - Xβ( t)‖,lB > 0 (5)

假设 2　 系统状态干扰 δ k( t) 和测量噪声干扰 φ k( t)
有界,即存在正常数 bδ 和 bφ, 使得式(6)、(7)成立。

max
k∈[1,+∞ )

‖δ k( t)‖ ≤ bδ,∀t ∈ [0,T] (6)

max
k∈[1,+∞ )

‖φ k( t)‖ ≤ bφ,∀t ∈ [0,T] (7)
假设 3　 迭代过程中,移动机器人在每次迭代开始

时具有与期望轨迹相同的初始状态,即存在:
Xk(0) = Xd(0) = X0 (8)

式中: X0 为给定的初始状态。

2　 控制律设计与稳定性分析

考虑非完整轮式移动机器人数学模型(2),设计迭

代学习控制律为:
uk+1( t) = ηsat(uk( t),u∗ ) + ρB(Xk( t),t) Tek( t) +

(1 + η)ud( t) (9)
式中: ek( t) = Yd( t) - Yk( t) 表示跟踪误差;ρ 和 η 表示学

习因子,且 ρ > 0 和 η > 0。
定理　 针对非完整轮式移动机器人数学模型(2),

满足假设 1 ~ 3,则在迭代学习控制律(9)作用下,当迭代

次数 k → ∞ 时,对于 ∀t ∈ [0,T], 给定移动机器人系统

(2)的跟踪误差可收敛于 0 的任意小邻域内,即存在

limk→∞ Yk( t) = Yd( t)。
证明　 由于 ek( t) = Yd( t) - Yk( t), 考虑到假设 3,于

是有:
ek+1(t) = Yd(t) - Yk+1(t)= Xd(t) -Xk+1(t) - φk+1(t)=

∫
t

0

B(Xd( ), )ud( )d - ∫
t

0

B(Xk+1( ), )sat(uk+1( ),u∗)d -

∫
t

0

δk+1( )d -φk+1(t)= ∫
t

0

[B(Xd( ), ) -B(Xk+1( ), )]ud( )d +

∫
t

0

B(Xk+1( ), )[ud( ) - sat(uk+1( ),u∗)]d -∫
t

0

δk+1( )d -φk+1(t)

(10)
对式(10)的两边同时取范数,并应用假设 1,得到

‖ek+1( t)‖ ≤ bud
lB∫

t

0

‖ek+1( )‖d +

bB∫
t

0

‖ud( ) - sat(uk+1( ),u∗ )‖d + ∫
t

0

bδd + bφ

(11)
根据性质 1,则有 ‖ud( t) - sat(uk+1( t),u∗ )‖ ≤

 

‖ud( t) - uk+1( t)‖, 并代入到式(11),同时考虑假设 2,
得到:

‖ek+1( t)‖ ≤ bud
lB∫

t

0

‖ek+1( )‖d +

bB∫
t

0

‖ud( ) - uk+1( )‖d + a1 (12)

　 　 其中, a1 = bδT + bφ。
将设计的迭代学习控制律(9)代入式(2),则有:

‖ek+1( t)‖ ≤ bud
lB∫

t

0

‖ek+1( )‖d + a1 +

bB∫
t

0

‖η(sat(uk( ),u∗) + ud( )) + ρB(Xk( ), )Tek( )‖d ≤

budlB∫
t

0

‖ek+1( )‖d +ρb2
B∫

t

0

‖ek( )‖d +ηbB∫
t

0

(u∗ +bud)d +a1 =
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bud
lB∫

t

0

‖ek+1( )‖d + ρb2
B∫

t

0

‖ek( )‖d + a2 (13)

其中, ‖sat(uk( t),u∗ )‖ ≤ u∗ 被应用, a2 = a1 +
ηbB(u

∗ + bud
)T。

根据 λ 范数定义,函数 f:[0,T] → Rn 的 λ 范数为

‖f‖λ =sup t∈[0,T] {‖f‖e -λt}。 因此,对式(13) 的两边同

时乘以 e -λt, 并取 λ 范数,则式(13)可转化为:
‖ek+1( t)‖λ ≤ bud

lB‖ek+1( t)‖λO(λ -1) +

ρb2
B‖ek( t)‖λO(λ -1) + a2 (14)

其中, O(λ -1) = (1 - e -λt) / λ。
考虑 到 O(λ -1) = (1 - e -λt) / λ ≤ 1 / λ,∀t ∈

0,T[ ] , 则式(14)可进一步改写为:

‖ek+1( t)‖λ ≤
bud

lB
λ

‖ek+1( t)‖λ +
ρb2

B

λ
‖ek( t)‖λ +

a2 (15)
显然,存在 λ∗ > 0,∀λ > λ∗ , 使得 1 - bud

lB / λ >
0 成立,于是有:

‖ek+1( t)‖λ ≤ μ‖ek( t)‖λ + γ (16)

‖ek( t)‖λ ≤ μ k‖e0( t)‖λ + 1 - μ k

1 - μ
γ (17)

式中: μ = ρb2
B / (λ - bud

lB),γ = a2λ / λ - bud
lB。

进一步选取合适的 ρ,以确保 0 < μ < 1, 因此可

得到:
lim
k→∞

‖ek( t)‖λ ≤

γ
1 - μ

=
bδT + bφ + ηbB(u

∗ + bud
)T

1 - (ρb2
B + bud

lB) / λ
(18)

于是,存在充分大的 λ以及合适的η,当 bδ 和 bφ 趋近

于 0, 且 k → ∞ 时, 对 于 ∀t ∈ [0,T], 存 在

limk→∞ ‖ek( t)‖ → 0, 即有 limk→∞ Yk( t) = Yd( t) ;同时也

意味着对于 ∀t ∈ [0,T], 有 limk→∞ Xk( t) = Xd( t) 和

limk→∞ uk( t) = ud( t) 成立,定理得证。

3　 仿真分析

为了验证理论分析结果的正确定,针对移动机器人

系统数学模型(2),应用设计的迭代学习控制律(9),对
理论结果进行仿真验证。

每次迭代时移动机器人的初始位置与期望轨迹的初

始值相同,即有 xk(0) = xd(0),yk(0) = yd(0) 和 θk(0) =
θd(0), 取 Xd(0) =[1. 0(m),0. 0(m),π / 2( rad)] T。 期

望轨迹分别给定为 xd( t) = cosπ t,yd( t) = cosπ t和 θ d( t) =
π t + π / 2,期望输入给定位 ud( t) =[sint,cost] T。 移动机

器人受到的系统干扰和测量噪声干扰分别设置为 δ k
1( t)=

δ k
2( t) = δ k

3( t) = 0. 01·rand 和 φ k
1( t) = φ k

2( t) =
 

φ k
3( t) =

0. 01·rand, 其中, rand 表示随机信号,仿真时间为 t =
4

 

s,迭代次数设置为 k = 50。 选择其他参数为 u∗ = 5,
ρ = 2,η = 1. 5。 经过 50 次迭代学习后,仿真结果如图

2 ~ 8 所示。
图 2 ~ 4 分别为当迭代次数为 1、10、20、40 和 50 时给

定移动机器人状态对期望轨迹的跟踪过程。 从图 2 ~ 4
可以看出,通过应用设计的迭代学习控制律(9),经过迭

代学习后,移动机器人逐渐实现了对给定轨迹的跟踪,仿
真结果表明了所设计的控制律的有效性。

图 2　 不同迭代次数下移动机器人横向位移跟踪结果

Fig. 2　 Lateral
 

displacement
 

tracking
 

results
 

of
 

mobile
robot

 

with
 

different
 

iterations

图 3　 不同迭代次数下移动机器人纵向位移跟踪结果

Fig. 3　 Longitudinal
 

displacement
 

tracking
 

results
 

of
 

mobile
robot

 

with
 

different
 

iterations

图 5 ~ 7 分别为最后一次迭代后移动机器人对期望

轨迹的跟踪结果。 从图中不难发现,给定的移动机器人

能够很好地跟踪期望的轨迹,并且获得了较好的跟踪效

果。 图 8 是 50 次迭代过程中移动机器人状态最大跟踪

误差变化结果,从图 8 可以发现,随着迭代次数的增加,
移动机器人的跟踪误差逐渐趋近于 0 的很小邻域内,进
而验证了理论分析结果的正确性。

注 1　 本文在建立非完整轮式移动机器人系统模型
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图 4　 不同迭代次数下移动机器人方向角跟踪结果

Fig. 4　 Direction
 

angular
 

tracking
 

results
 

of
 

mobile
 

robot
with

 

different
 

iterations

图 5　 最后一次迭代移动机器人横向位移跟踪结果

Fig. 5　 Tracking
 

results
 

of
 

lateral
 

displacement
 

of
mobile

 

robot
 

in
 

the
 

last
 

iteration

图 6　 最后一次迭代移动机器人纵向位移跟踪结果

Fig. 6　 Tracking
 

results
 

of
 

longitudinal
 

displacement
 

of
mobile

 

robot
 

in
 

the
 

last
 

iteration

时引入了系统状态干扰和测量噪声干扰,考虑到实际环

境中干扰的存在不应过大,否则可能会导致系统不稳定,

图 7　 最后一次迭代移动机器人方向角跟踪结果

Fig. 7　 Tracking
 

results
 

of
 

direction
 

angular
 

of
mobile

 

robot
 

in
 

the
 

last
 

iteration

图 8　 迭代过程中移动机器人最大跟踪误差变化曲线

Fig. 8　 Maximum
 

tracking
 

error
 

curves
 

of
 

mobile
robot

 

in
 

iterative
 

process

甚至会破坏系统。 因此,在仿真过程中针对干扰的设定,
用比较小的随机信号进行代替,以确保系统稳定以及跟

踪问题能够有效解决。
注 2　 在仿真本案例中迭代次数仅设定为 50 次,实

际上,当迭代次数越大时,移动机器人的跟踪效果会更

好,对于迭代次数的设定,可以根据实际情况进行设计;
另外,从图 8 可以看到,跟踪误差最终并没有完全趋近于

0,这是因为在建立移动机器人数学模型时,考虑了系统

状态干扰、测量噪声干扰等因素的结果。 尽管跟踪误差

不是完全趋近于 0,但是处在零的很小邻域内,进而验证

了理论分析结果的正确性。

4　 结　 论

本文针对非完整轮式移动机器人的跟踪控制问题进

行了分析,移动机器人系统中同时考虑了输入受限和干

扰的存在,结合迭代学习控制方法,设计了一种迭代学习
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控制律。 首先,基于范数分析理论,从理论角度证明了所

设计控制律的有效性,理论分析表明移动机器人的跟踪

误差在设计的控制律作用下能够趋近于 0;其次,通过提

供一个仿真案例,进行了仿真分析,仿真结果表明,在设

计的迭代学习控制律作用下,给定的非完整轮式移动机

器人能够很好地实现对期望轨迹的跟踪,跟踪误差最终

能够趋近于零的很小邻域内,验证了理论分析结果的正

确性。
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