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高斯过程改进的鲁棒容积卡尔曼滤波
及其组合导航应用∗
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摘　 要:基于 GNSS / INS 的导航状态估计受状态可观测度影响较大,为提高陆地载体航向角的估计精度,提出了一种改进鲁棒

容积卡尔曼滤波(RCKF)方法。 首先采用免重采样采样点更新框架实现容积点更新与高斯矩信息的解耦,提高采样点实例化

信息在迭代滤波中的传播效率。 其次基于状态可观测度分析,将高斯过程( GP)引入到系统模型矩估计积分不确定性的标定

中,改善移动载体直线行驶条件下航向的估计精度。 仿真实验表明,所提 GP-RCKF 算法能在状态可观测度较弱时显著改善航

向角估计精度,航向角误差较 RCKF 改善 28. 9%。
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Abstract:The
 

observable
 

degree
 

of
 

navigation
 

state
 

has
 

a
 

significant
 

effect
 

on
 

the
 

state
 

estimation
 

of
 

GNSS / INS.
 

In
 

order
 

to
 

improve
 

the
 

accuracy
 

of
 

heading
 

of
 

land
 

vehicle,
 

an
 

improved
 

robust
 

cubature
 

Kalman
 

filter
 

(RCKF)
 

method
 

is
 

proposed.
 

First,
 

the
 

resampling-free
 

sigma-point
 

update
 

framework
 

is
 

employed
 

to
 

separate
 

the
 

cubature
 

point
 

update
 

from
 

the
 

Gaussian
 

information
 

limitation,
 

so
 

that
 

improve
 

the
 

propagation
 

efficiency
 

of
 

the
 

information
 

contained
 

in
 

instantiated
 

points
 

in
 

the
 

iteratively
 

filtering
 

period.
 

Secondly,
 

in
 

order
 

to
 

improve
 

the
 

heading
 

of
 

land
 

vehicle
 

when
 

it
 

travels
 

along
 

a
 

straight-line,
 

the
 

Gaussian
 

process
 

(GP)
 

is
 

introduced
 

into
 

the
 

uncertainty
 

calibration
 

of
 

moment
 

approximation
 

of
 

system
 

model
 

based
 

on
 

state
 

observability
 

analysis.
 

Simulation
 

results
 

indicate
 

that
 

GP-RCKF
 

improves
 

the
 

heading
 

angle
 

obviously
 

when
 

the
 

state
 

observability
 

is
 

weak,
 

and
 

compared
 

with
 

RCKF
 

the
 

heading
 

is
 

improved
 

by
 

28. 9%.
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0　 引　 言

基于双天线 GNSS 的农业机械导航易受环境遮挡和

量测时滞影响,导航可靠性难以保证。 组合导航是陆地

载体复杂工况下无人驾驶的典型技术手段,其导航状态

可观测度与载体轨迹密切相关。 农业机械田间作业时多

沿直线往返行驶,载体直线行驶时其航向角可观测性较

弱,因此改善数据融合方法提高陆地载体航向角估计精

度非常必要。
卡尔曼滤波( Kalman

 

filter,
 

KF)是组合导航常用数

据融合方法,基于 KF 框架研究人员相继提出了无迹卡

尔曼滤波(unscented
 

Kalman
 

filter,
 

UKF) [1] 、容积卡尔曼

滤波(cubature
 

Kalman
 

filter,
 

CKF) [2] 以及高阶容积卡尔

曼滤波[3] 等非线性滤波方法。 基于 INS 的组合导航状态

维数一般较高,CKF 在处理高维滤波时较 UKF 有更好的

数值稳定性,然而 CKF 的采样点质量受状态维数影响较

大,状态维数较高时存在非局部采样问题。 基于 KF 框

架的非线性滤波方法受时变噪声特征和系统建模误差影

响显著[4-7] 。 系统模型噪声很难基于有限量测时域进行

估计,Chang 等[8] 基于 Huber 方法实现 GNSS / INS 系统模

型不确定性的抑制,李伟等[9] 提出基于最大相关熵的自
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适应鲁棒高阶 CKF。 上述方法采用有限采样点对状态概

率密度函数(probability
 

density
 

function,
 

PDF)进行逼近,
忽略了积分运算的不确定性造成方差的乐观估计,尤其

系统模型存在不确定度时,方差估计的一致性较弱进一

步影响采样点生成的质量。
基于采样点可以匹配非线性函数前两阶矩的奇数阶

和非高斯信息[10] ,然而 CKF 采样点更新框架 ( sigma-
point

 

update
 

framework,
 

SUF)的两次重采样,破坏了函数

实例化信息的传递。 TIAN 等[11] 基于矩匹配误差线性变

换提出了一种新型 SUF,黄玉龙等[12] 将量测似然函数的

逼近误差引入后验采样点的更新过程,两种方法均对

SUF 的采样过程进行了直接修改。 文献[13] 将上述直

接修改采样点的方法定义为免重采样 SUF。 文献[14]将
预测矩匹配误差变换用于 GNSS 信号频繁失锁时 GNSS /
INS 组合导航,文献[15] 采用 VB 和免重采样 SUF 级联

处理 GNSS / INS 紧组合导航系统不确定性和时变量测噪

声问题。 免重采样 SUF 解决了高维状态维度与采样点

生成的耦合问题,但其同样忽略了有限采样点进行积分

变换的模型不确定性。
高斯过程(Gaussian

 

process,
 

GP)是一种数据驱动的

非参数建模方法,可以用来逼近数值积分变换中的不确

定性[16] 。 Ye 等[17] 采用 GP 改善中心差分 KF 在 GNSS /
INS 组合导航中的滤波效果,左朝阳等采用 GP 辅助中心

差分 KF 解决 BDS / INS 存在模型不确定性系统精度下降

问题[18] ,它们均需状态参考轨迹完成模型训练。 Pruher
等[19] 提出一种基于采样点拟合的高斯过程求积分

(Gaussian
 

process
 

quadrature,
 

GPQ),可以标定积分运算

的不确定性且不需要状态真值进行训练。 本文利用文

献[20]提出的导航系统可观测度分析方法,基于航向角

可观测度分析, 提出一种 GP 改进的鲁棒 CKF ( GP-
RCKF),改善 GP 辅助状态先验分布逼近的适应性,实验

仿真验证了所提方法的有效性。

1　 容积卡尔曼滤波

设 GNSS / INS 组合导航的离散系统模型可表示为:
xk = f(xk-1) + wk-1 (1)
zk = h(xk) + vk (2)

式中: xk ∈ Rn、wk-1 ∈ Rn 为系统状态和噪声;zk ∈ Rp、
vk ∈ Rp 为系统量测和噪声;系统函数和量测函数满足 f:
Rn → Rn,h:Rn → Rp;状态初始值x̂0| 0、wk-1 ~ N(0,Qk-1)
及 vk ~ N(0,Rk) 为相互独立的高斯变量,Qk-1 ∈ Rn×n,
Rk ∈ Rp×p。 设 k - 1 时刻状态后验 PDF 为 xk-1 ~
N( x̂k-1| k -1,Pk-1| k -1),量测似然函数满足 zk ~ N( ẑk| k-1,
Pzz

k| k -1),k 时刻状态后验 PDF 为 xk ~ N( x̂k| k,Pk| k), 则高

斯滤波框架下有:
x̂k| k =x̂k| k-1 + Kk(zk -ẑk| k-1) (3)
Pk| k = Pk| k-1 - KkP

zz
k| k -1K

T
k (4)

Kk = Pxz
k| k-1(Pzz

k| k -1) -1 (5)
采用三阶容积求积分规则对式(3) ~ (5) 中的高斯

矩进行逼近可得:

ξ i = x̂k-1| k -1 + nPk-1| k -1 [1] i (6)

x̂k| k-1 = ∑
2n

i = 1
ω i

 f(ξ i) (7)

Pk| k-1 =∑
2n

i = 1
ω i( f(ξ i) -x̂k| k-1)( f(ξ i) - x̂k| k-1) T + Qk-1

(8)

ζ i =x̂k| k-1 + nPk| k-1 [1] i (9)

ẑk| k-1 = ∑
2n

i = 1
ω ih(ζ i) (10)

Pzz
k| k -1 = ∑

2n

i = 1
ω i(h(ζ i) - ẑk| k-1)(h(ζ i) - ẑk| k-1) T + Rk

(11)

Pxz
k| k-1 = ∑

2n

i = 1
ω i( f(ξ i) - x̂k| k-1)(h(ζ i) - ẑk| k-1) T (12)

其中, [1] i =
e i,i = 1,…,n
- e i -n,i = n + 1,…,2n{ ,e i ∈ Rn 表示

第 i 元素为 1 的单位列向量。 采样点 ξ i 和 ζ i 的分布对矩

匹配效果影响较大,状态维数较高时式(6)和(9)产生的

采样点存在非局部采样问题,造成状态先验 PDF 和似然

函数矩估计精度下降。

2　 高斯过程改进的状态预测

2. 1　 高斯过程

将系统模型和量测模型统一成:
y i = g(x i) + ε i (13)

其中 g:Rn×n → Rn 表示由 n × n维实数空间到 n维实数空

间的映射,ε i ~ N(0,σ 2) 为模型高斯噪声,i = 1,…,n,
 

n
为状态维数。 设 g(x i) 满足 GP 模型 gp(m(x),k(x i,
x j)),其中 m(x) 表示模型均值,不失一般性设其为 0,
k(x i,x j) 表示样本点 x i 与 x j 之间协方差函数,其度量任

意两样本点之间的相关性,选择如下平方指数核函数:

k(x,x′) = α 2exp
1
2

(x i - x j)
TΛ(x i - x j)( ) + σ 2

mδ ij

(14)
式中: α 2 为核函数的方差;Λ 为核函数长度缩放因子构

造的对角矩阵。 采用共轭梯度法对核函数超参数集合

{α 2,Λ,σ 2
m} 进行拟合。 设X∈Rn×m,y∈Rn,构造样本点

集 D = (X,y) 对 y i 值进行预测,其输出形式为 y ~ N(0,
K(X,X) + σ 2I),K(X,X) 为 n × n 阶对称正定协方差矩
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阵, I 为 n 阶单位阵。 以样本点集外的容积点 x∗ 对函数

g(x i) 后验分布进行逼近可得:
mg(x) = Eg[g(x) | D] = kT(x∗ )K -1y (15)
σ 2

g(x) = Vg[g(x) D] =
k(x∗ ,x∗ ) - kT(x∗ )K -1k(x∗ ) (16)
式中: K = K(X,X) + σ 2I,[k(x∗ )] i = k(x∗ ,x∗

i ),Eg[·]
和 Vg[·] 分别表示以 g(·) 为积分变量的求期望和方差

运算,上述计算考虑 x∗ 和函数 g(x i) 的不确定性,其可

获得更加精确的状态预测 PDF。
2. 2　 GPQ 辅助的先验 PDF 逼近

因为系统噪声为系统模型固有属性其不易发生改

变[20] ,采用 GPQ 对系统函数 f(xk) 不确定性标定时,其
核函数超参数受噪声影响较小。 提高预测协方差估计精

度可以改善弱可观测状态量的估计一致性,同时为降低

GP 模型训练对 GPQ 逼近质量和计算效率的影响,本文

主要利用 GPQ 实现状态先验 PDF 的预测。 构造 GP 训

练数据集 D = (ξ i,f(ξ i)),当 ξ i 更新后式(13) 中 i = a 时

预测状态均值为:
( x̂k| k-1) a = yT

a(K fa
+ σ2

wa
) -1qx

a (17)

qx
a = α 2

fa
Pk-1| k -1Λ

-1
a + I

- 1
2 ×

exp - 1
2

(x i - x̂k-1| k -1) T(Pk-1| k -1 +Λa)
-1(x i—x̂k-1| k -1)( )

(18)
式中: ya 为第 a 维容积点集对应的函数实例化值; σ2

wa
为

含噪声样本点拟合过程产生的方差; α 2
fa、Λa 为第 a 维容

积点集 和 第 a 个 函 数 实 例 化 值 训 练 对 应 超 参 数;
K fa

( i,j) = k(x i,x j)。 第 a 维和 b 维容积点集对应的预测

协方差可表示为:
(Pk| k-1) ab = Exk-1

[C f[ fa(xk-1),fb(xk-1) Zk-1]]

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

V1

+

Cxk-1
[E f a[ fa(xk-1) xk-1],E f b[ fb(xk-1) xk-1] Zk-1]

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

V2

(19)

式中: C f[·] 表示以 f(·) 为积分变量的求协方差运算;
当 a ≠ b 时, 有 V1 = 0; 当 a = b 时, 有 V1 = α 2

fa
-

tr[(K fa
+ σ2

wa
) -1Σ] + σ2

wa
,tr[·] 表示求矩阵的迹运算。

式(19)第 2 项有:
V2 = Cxk-1

[mfa
(xk-1),mfb

(xk-1) Zk-1] =

yT
a(K fa

+ σ2
wa

) -1Σ(K fb
+ σ2

wb
) -1yb -( x̂k| k-1) a ×( x̂k| k-1) b

(20)
定义 ζ i = x i - x̂k-1| k -1,δ ij =Λ

-1
a ζ i +Λ -1

b ζ j 以及 Ω =
Pk-1| k -1(Λ

-1
a +Λ -1

b ) + I,则矩阵 Σ 的元素可表示为:
Σ ij = k fa

(x i,x̂k-1| k -1)k fb
(x i,x̂k-1| k -1) ×

exp
1
2
δ T

ijΩ
-1Pk-1| k -1δ ij( ) / Ω =

[log(α 2
fa

) + log(α 2
fb

) - 1
2

(ζT
i Λ -1

a ζ i + ζT
j Λ -1

b ζ j -

1
2
δ T

ijΩ
-1Pk-1| k -1δ ij)] / Ω (21)

式(17) 和( 19) 为即为状态先验 PDF 高斯矩逼近

结果。

3　 高斯过程改进的鲁棒 CKF

为解决高维组合导航滤波中采样点逼近过程的非局

部采样问题,基于模型预测采样点误差阵的线性变换实

现容积点更新,构建免重采样 SUF 提高 CKF 滤波方差估

计的一致性[14] 。 定义 X-
k| k,i = f(ξ i) -x̂k| k-1 为 k时刻预测

容积点误差,X+
k| k,i 为后验容积点误差,且存在 X+

k| k,i = γ k

X-
k| k,i, 则 k+1 时刻初始容积点 Xk| k,i =x̂k| k + X+

k| k,i,i = 1,
…,2n。 为保证 CKF 状态更新过程精确匹配状态 PDF
前两阶矩,设存在如下约束关系:

X-
k| kω = 0 (22)

X-
k W X-

k( ) T = Pk| k-1 - ΔQk-1 (23)

X+
k| kω = 0 (24)

X+
k W X+

k( ) T = Pk| k - ΔRk (25)
式中: W = diag[(ω 1 　 …　 ω 2n)

T],diag[a] 表示由向量

a元素构造对角矩阵。 式(22)、(23)显然成立,将 X+
k| k,i =

γkX-
k| k,i 代入(25)可得:
γk = L +

k Ξ
T(L -

k ) -1 (26)
式中: L +

k = chol[Pk| k - ΔRk],L -
k = chol[Pk| k-1 - ΔQk-1],

Ξ为正交矩阵满足ΞΞT = I。 由于 Pk| k-1 数值变化与导航

误差物理意义不一致,如陆地车辆位置误差不会剧烈变

化,因此 ΔRk =ΛΚkRk(Κk)
T 用于控制 Pk| k-1 引入至Κk 中

的虚假增益系数, ΔQk-1 用于隔离系统加性噪声对采样

点误差变换的影响,一般选择 ΔQk-1 = Qk-1,Λ 是与量测

不确定度对应的加权因子,对 GNSS / INS 组合导航主要

针对位置和速度量测不确定性进行补偿。 通过配置

ΔRk, 使得滤波收敛时满足 Pk| k → ΔRk,Pk+1| k →Φk+| kΔRk

(Φk+| k)
T + Qk,防止 Pk| k、P

zz
k| k -1 奇异导致的滤波发散。

为进一步提高模型预测采样点误差变换矩阵的精

度,将 GPQ 计算的 x̂k| k-1、Pk| k-1 引入到 γk 的计算中,提高

变换矩阵的计算精度。 为减少 GPQ 计算量,利用滤波器

Pk| k 的动态变化定义导航状态矢量的可观测度 σ k( j),j =
1,…,n, 仅当 σ k( j) 小于某一阈值 σ thr 时采用 GPQ 计算

先验 PDF,设状态量 xk| k( j) 的可观测度如下[20] :
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σ k( j) =
P0( j,j)
Pk| k( j,j)

(27)

式中: P0( j,j) 为 CKF 初始状态估计方差阵对应的对角

线元素,代表状态量的初始不确定度; Pk| k( j,j) 为 k 时刻

状态方差阵对角线元素。
高斯过程辅助的鲁棒 CKF 算法流程如下:
1) 设定初始化滤波时长 t0, 采用 CKF 对 x̂k| k-1、

Pk| k-1、x̂k| k、Pk| k 进行初始化,计算得到 Xk| k,i,i = 1,…,2n;
2) 当滤波时刻 t > t0 时, 采用免重采样 SUF 进行容

积点更新,采用(27)计算航向和姿态的可观测度 σ k( j);
3)当 σ k( j) 小于某一阈值 σ thr 时,采用式( 17) 和

(19)计算状态先验 PDF 的均值 x̂k| k-1 和 Pk| k-1, 当 σ k( j)
大于某一阈值时,采用式(7)及(8)计算先验 PDF 的高

斯矩;
4)采用式(5) 完成滤波增益 Kk 计算,基于式(3)、

(4)完成状态后验值的更新;

5)计算更新 X-
k| k,i、 X+

k| k,i 和 Xk| k,i, 返回步骤 2) 继

续执行。

4　 实验分析

基于 GNSS / INS 组合模型对 GP-RCKF 进行验证,状
态量 xk = δψ δv δp ba bg( )

T, 分别为姿态误差、速
度误差、位置误差以及 IMU 偏置,以 GNSS 和 INS 位置、
速度差分作为滤波器观测量,滤波更新模型采用闭环校

正结构,即新滤波周期开始时状态误差已校正清零。 基

于 NovAtel
 

SPAN 系统开展场地实验验证 GP-RCKF 的性

能,其 IMU 光纤陀螺零偏稳定性小于 1° / h,角度随机游

走为 0. 071° / √h,刻度系数误差为 100×10-6,加速度计

零偏稳定性小于 0. 4
 

mg,刻度系数误差为 300 × 10-6。
IMU 采样率为 200

 

Hz,GPS 采样率为 5
 

Hz,实验过程记录

IMU 和 GPS 原始数据用于滤波算法的验证,并将量测数

据输入 Waypoint
 

Inertial
 

Explorer 中后处理作为参考轨

迹,其输出采样率为 100
 

Hz。 跑车轨迹如图 1 所示,行车

过程中的车辆运动特征可从图 2 所示惯性数据得出,x
轴、y 轴加速度计和 z 轴陀螺仪存在明显时变特征。 车辆

存在约 40
 

s 的 停 车 状 态 ( GPS 历 元 375
 

120. 60 ~
375

 

161. 20
 

s),随后车辆进行 8 字形运动。 由于航向角

对陆地车辆的自动导航影响较大,且横滚角和俯仰角误

差的可观测度较强,因此本文重点考察 GP 辅助对车辆

航向角估计的改善效果。
陆地车辆天向陀螺偏置的可观测度较低,导致其滤

波估计精度较差,表现为直线行驶一段时间后航向角误

差逐渐增大,采用 CKF 进行组合导航数据融合其航向与

姿态可观测度分析如图 3 所示。 由于状态可观测度没有

图 1　 场地试验轨迹

Fig. 1　 Trajectory
 

of
 

field
 

test

图 2　 原始 IMU 数据输出

Fig. 2　 Raw
 

IMU
 

data
 

output

统一量纲,不同状态量之间无法直接进行比较,由图 3 可

以得到单个状态量可观测度随时间变化情况。 初始时滤

波器各状态量的可观测度逐渐变大,滤波器估计误差收

敛速度较快,当车辆停止时,横滚、俯仰以及航向对应的

可观测度明显下降,且航向角可观测度下降更明显,当车

辆进入角运动阶段时各状态量可观测度明显提升,轨迹

后半程的直线运动和停车期间,各状态量的可观测度再

次逐渐下降。

图 3　 基于 CKF 方差的状态可观测度分析

Fig. 3　 State
 

observability
 

analysis
 

based
 

on
 

CKF
 

covariance
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为对比分析各滤波算法性能,采用相同的配置参数

进行组合导航数据融合,如 P0、Qk-1、Rk 及 Λ 等。 分别选

择停车和角运动时段进行先验 PDF 逼近,
 

GPQ 计算轨

迹时长均为 40
 

s,对应算法分别记为 GP-RCKF-Stop、GP-
RCKF-Angular。 航向角和俯仰角估计结果如图 4、5 所

示,初始阶段 RCKF 收敛速度较快,其航向和俯仰角较

CKF 有明显改善,但仍存在较大航向稳态误差。 在车辆

停止(发动机不熄火)时,GP-RCKF-Stop 通过对停车期间

先验 PDF 积分运算不确定度进行标定,提高 σ k 对应的

数值改善了俯仰角估计精度,但其增大了 RCKF 迭代运

算的初始不确定度,使得车辆重新运动瞬间航向和俯仰

角误差较 RCKF 稍大。 车辆角运动剧烈时,式(27)定义

的航向和姿态可观测度都较强,GP-RCKF-Angular 采用

GPQ 进行不确定度标定没有改善航向和俯仰角,但当车

辆由角运动变成直线运动,GP-RCKF-Angular 明显改善

了航向角估计效果。 由于姿态误差和 IMU 偏置误差校

正信息来源于 Pk+1| k 非对角线元素,采用 GPQ 增大 Pk+1| k

不一定会改善上述状态量的精度,天向陀螺偏置可观测

性较弱,因此增大其对应的 σ k 可以显著改善航向角估计

精度。

图 4　 GPQ 辅助 RCKF 航向角误差

Fig. 4　 Heading
 

error
 

of
 

GPQ
 

enhanced
 

RCKF

以均方根误差( root
 

mean
 

square
 

error,
 

RMSE) 作为

评价指标对滤波算法定位性能进行分析,定义轨迹平均

位置误差为:

AvePos = 1
2

(E2
RMSE + N2

RMSE) (28)

式中: ERMSE、NRMSE 分 别 代 表 车 辆 东 向 和 北 向 位 置

RMSE。 由表 1 可知,当状态可观测性较强时采用 GPQ
会降低位置、横滚角和俯仰角等导航参数的精度,停车时

段采用 GPQ 进行先验 PDF 逼近,在不明显降低横滚、俯
仰和位置精度的前提下减少航向误差 28. 9%,显著改善

了直线行驶路段车辆航向角估计精度。 基于 MATLAB

图 5　 GPQ 辅助 RCKF 俯仰角误差

Fig. 5　 Pitch
 

error
 

of
 

GPQ
 

enhanced
 

RCKF

计时函数测得 CKF 和 RCKF 对试验轨迹的后处理时间

分别为 3. 01 和 2. 87
 

s。 由于 GP-RCKF 的训练输入变量

维度为 30 × 15 的矩阵,其运算量较 RCKF 显著增大,后
期可采用离线训练减少核函数超参数拟合时间,或者采

用稀疏 GP 方法进一步降低 GPQ 的计算复杂度。

表 1　 不同滤波算法的导航参数均方根误差

Table
 

1　 RMSE
 

of
 

navigation
 

state
 

for
 

different
 

filters
算法 Heading / (°) Roll / (°) Pitch / (°) AvePos / m
CKF 2. 22 0. 16 0. 24 7. 45

RCKF 1. 66 0. 05 0. 08 6. 42
GP-RCKF-Stop 1. 18 0. 05 0. 08 6. 42

GP-RCKF-Angular 0. 33 0. 48 0. 45 6. 55

5　 结　 论

针对陆地车辆行驶时组合导航参数时变的状态可观

测度,提出一种 GPQ 增强的 RCKF 算法。 场地实验数据

分析表明,RCKF 能显著改善车辆位置精度,停车时段进

行 GPQ 计算可以在不降低位置精度的条件下改善航向

角估计精度;当航向和姿态角可观测度较强时,GPQ 可

显著提高直线行驶时航向的估计精度, 航向误差较

RCKF 改善约 80. 1%,但其降低了位置、横滚角和俯仰角

估计精度。 本文可为陆地车辆组合导航的数据融合提供

参考,后续将围绕不同可观测度状态量的解耦设计组合

导航滤波方法。
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