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改进的双 N 步相移轮廓术∗

徐　 鹏　 刘锦涛　 王建华

(青岛理工大学信息与控制工程学院　 青岛　 266520)

摘　 要:条纹投影三维测量中,双 N 步相移轮廓术通过扩充一倍的投影条纹数量以补偿由测量系统的非线性响应导致的相位

误差,但测量效率也因此降低。 针对这一问题,提出了一种改进的双 N 步相移方法,该方法与传统的双 N 步相移法相比,在减

少相移条纹数量的同时保持了测量精度。 利用删减后的条纹计算原始和附加相位值,融合两相位实现物体的三维重建。 实验

结果表明,与传统双 N 步相移法相比,所提方法具有相同的相位误差补偿精度,并将测量效率提高了 16. 7%,同时证实了本文

采用的三频分层相位展开的可靠度要优于三频外差法的相位展开可靠度。
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Abstract:
 

In
 

fringe
 

projection
 

three-dimensional
 

measurement,
 

double
 

N-step
 

phase-shifting
 

profilometry
 

compensates
 

the
 

phase
 

error
 

caused
 

by
 

the
 

nonlinear
 

response
 

of
 

the
 

measurement
 

system
 

by
 

expand
 

twice
 

the
 

number
 

of
 

projection
 

fringes,
 

but
 

the
 

measurement
 

efficiency
 

is
 

also
 

reduced.
 

To
 

address
 

the
 

above
 

concerns,
 

an
 

improved
 

double
 

N-step
 

phase-shifting
 

method
 

is
 

proposed
 

in
 

this
 

paper.
 

Compared
 

with
 

the
 

traditional
 

double
 

N-step
 

phase-shifting
 

method,
 

the
 

proposed
 

method
 

can
 

reduce
 

the
 

number
 

of
 

phase-shifting
 

fringes
 

while
 

maintaining
 

the
 

measurement
 

accuracy.
 

The
 

original
 

and
 

additional
 

phase
 

are
 

calculated
 

by
 

using
 

the
 

deleted
 

fringes,
 

and
 

the
 

two
 

phases
 

are
 

fused
 

to
 

realize
 

the
 

three-dimensional
 

reconstruction
 

of
 

the
 

object.
 

Experimental
 

results
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

method
 

has
 

the
 

same
 

phase
 

error
 

compensation
 

accuracy
 

as
 

the
 

traditional
 

double
 

N-step
 

phase-shifting
 

method,
 

and
 

the
 

measurement
 

efficiency
 

of
 

the
 

proposed
 

method
 

is
 

improved
 

by
 

16. 7%.
 

At
 

the
 

same
 

time,
 

it
 

is
 

confirmed
 

that
 

the
 

reliability
 

of
 

the
 

three-frequency
 

hierarchical
 

phase
 

unwrapping
 

used
 

in
 

this
 

paper
 

is
 

better
 

than
 

that
 

of
 

the
 

three-frequency
 

heterodyne
 

method.
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0　 引　 言

　 　 光栅投影三维测量轮廓术广泛应用于娱乐产业、工
业制造、机器视觉、安全和文物保护等领域[1-4] ,其非接

触、高精度、高速的特点,使其得到了快速的发展。 相移

轮廓术(phase
 

shifting
 

profilometry,PSP)已成为最常用的

光栅投影测量方法之一,测量系统的三维重构原理是将

光栅条纹通过计算机传送给非线性的数字投影仪,投影

仪再将光栅投射到实验物体表面,再由同样非线性的

CCD 相机捕获经物体调制和其他因素共同影响后的光

强,此时被捕获的条纹不具有正弦性[5-6] 。 通过计算可以

获得相位主值,进而利用相位展开求得隐含物体高度信

息的实际相位,最后利用相位和标定参数,获得被测物体

的三维几何信息。 由于系统的非线性响应而导致条纹强

度的非正弦性将会导致相位误差。 通过增加相移步数可

以消弱该相位误差,譬如 20 步相移法等,但这将严重降

低测量效率。 对于常用的三步或四步相移法,非正弦相
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位误差被认为是主要误差源。 因此在减小误差的同时提

升测量效率是当前主要研究的问题之一。
对于补偿相位误差和提高测量速度,许多研究学者

提出了各自的办法。 Cai 等[7] 提出了一种通过 Hierbot 变
换直接处理相移条纹来补偿相位误差的方法; Zhang
等[8] 通过捕获图像信息来生成误差查询表格对使用相移

算法而产生的误差进行补偿;Pan 等[9] 构建了一种数学

模型通过迭代的方式进行相位误差补偿;Zhang 等[10] 提

出了一种改进的“2+1”算法,通过投影 1 幅均匀平面图

像与另外 2 幅光栅条纹即可获取相位信息;Zuo 等[11] 提

出了一种新的双频“3+2”相移算法,通过 3 幅高频条纹

图得到图像的平均灰度和相位主值,然后利用所得平均

灰度值与 2 幅低频条纹图求得低频条纹的相位主值来提

高测量效率。 Zuo 等[12] 还提出一种单频“ 2 + 2” 相移算

法,通过 2 幅无频率的光强图辅助 2 幅条纹图得到包裹

相位,并通过光强条纹的基相图得到展开相位。
Huang 等[13] 提出了一种双三步相移算法,通过对一

组 3 幅原始光栅条纹附加一组 3 幅光栅条纹来消除误

差,将原光栅条纹和附加条纹的初始相位差设计为 60°,
对两组光栅条纹两次运用三步相移法计算获得相位主值

图,分别进行相位展开后融合两组条纹的展开相位值,最
后得到融合后的相位信息。 实验验证该方法对于由测量

系统引起的非线性误差有明显的消减效果,融合相位精

度较高。 但该方法通过对两组光栅条纹的相位信息进行

融合,增添了实际测量时间。 本文针对这一问题提出了

一种对条纹数目删减的方法,该方法将原始相移条纹中

高频条纹的相位信息代入到其余相移条纹的相位计算中

即可获得所有频率原始相移条纹的相位主值,而后根据

所求相位主值可求出原始相移条纹的展开相位值,最后

与附加相移条纹的展开相位融合,从而可减少原始相移

条纹幅数。 通过实验证明了该方法在保证有效消除相位

误差的同时,提高了传统双 N 步相移法的测量效率。

1　 原　 理

1. 1　 光栅条纹生成与系统误差

　 　 计算机将生成的结构光栅图传送给数字投影仪,光
栅条纹通常为正弦条纹或余弦条纹,光栅图像的条纹灰

度分布为:
In(x,y) = a(x,y) + b(x,y)cos[2πf0x + δn] (1)

式中:a(x,y)和 b(x,y)分别代表投影图像的平均灰度和

灰度调制,f0 代表光栅条纹的频率(条纹周期数除以条纹

宽度),δn 代表初始相位。
光栅条纹通过计算机传送给投影仪,投影仪再将光

栅投射到被测物体,而后将被 CCD 相机捕获。 其原理如

图 1 所示。 对于市场中常见的投影仪产品,为了适应人

类视觉对光强的敏感性通常采用伽马变换来改变投影仪

对投影光强的视觉效果,美国国家电视系统委员会对 γ
的推荐值为 2. 2[14] ,而实际中投影仪的设定 γ 通常是非

线性的,可将 γ 视作光强的幂函数。 常用投影仪的视觉

显示系统中具有伽马失真现象,即非线性响应,其投射出

的光栅条纹灰度值呈非正弦化,同时,被 CCD 相机捕获

的入射光中含有周围的环境光和被测物体表面的反射

光,此时将相机采集到的光栅条纹表示为:
Icn(x,y) = f[ In(x,y)] = α2(x,y) + r(x,y) ×

[ In(x,y) + α1(x,y)] (2)
式中:f( I)为 I 的函数,代表 CCD 相机对捕获光强的响

应,α1(x,y)代表投影仪周围的环境光,α2(x,y)代表进入

相机镜头的环境光,r(x,y)代表测试对象表面的反射率。
由此可见,系统的非线性响应会不可避免地导致相机捕

获到的光栅条纹偏离理想正弦波呈现非正弦化。

图 1　 结构光投影原理

Fig. 1　 Principle
 

of
 

structured
 

light
 

projection

根据文献[15],利用相移光栅投影测量轮廓术可将

CCD 相机实际捕获的光栅条纹的灰度值函数近似表

示为:
Icn(x,y) = A(x,y) + B(x,y)cos[ϕ(x,y) + δn]
A(x,y) = r(x,y)[a(x,y) + α1(x,y)] + α2(x,y)
B(x,y) = r(x,y)b(x,y)

ì

î

í

ïï

ïï

(3)
非线性的光栅条纹灰度值函数可由傅里叶级数表

示为:

Icn(x,y) = A0 + ∑
K

k = 1
Akcos[k(ϕ(x,y) + δn)] (4)

式中:K 为谐波最大次数,Ak 为谐波系数。 实际上,由 5
次以上的高次谐波引起的相位计算误差将不会影响整体

相位计算结果,故通常忽略高次谐波。 所以 K 的取值一

般在 1 ~ 5 之间。
因此非线性光栅条纹灰度值可用 5 阶傅里叶级数表

示为:

Icn(x,y) ≈ A0 + ∑
5

k = 1
Akcos[k(ϕ(x,y) + δn)] (5)

为了便于计算,下文将坐标(x,y)省略。
1. 2　 单 N 步相移法和非线性相位误差

　 　 单 N 步相移法因具有高精度、抗干扰能力强、计算量
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小等优点已成为应用最广泛的相移算法,其基本思想是

将一幅光栅条纹在一个周期内沿着与条纹垂直的方向移

动 N 次,移动的次数 N 也代表相机捕获的光栅条纹图数

目。 根据式(1),其中含有 3 个未知量 a,b,2πf0x(即相

位 φ),因此用相移法解相位最少需要 3 幅光栅条纹图。
N 的取值通常在 3 ~ 5 之间,分别称之为三步相移法、四
步相移法和五步相移法。 光栅条纹的灰度值分布为:

Icn = A + Bcos[ϕ + 2π(n - 1) / N] (6)
式中: n 代表相移的第 n 次, N 代表相移的总次数,
且n[1,N]。

当相机采集光栅条纹图后需进行相位计算求取相位

主值,即包裹相位,单 N 步相移法计算相位主值的公

式为:

ϕ = - tan -1
∑

N

n = 1
Icnsin[2π(n - 1) / N]

∑
N

n = 1
Icncos[2π(n - 1) / N]

(7)

式中:ϕ 代表相位主值,In
c 代表第 n 次相移时相机图像

灰度值。
当进行单三步、四步相移时,相位主值公式可分别

写为:

ϕ3-step = tan -1 3 ( I2 - I3)
2I1 - I2 - I3

(8)

ϕ4-step = tan -1 I4 - I2

I1 - I3
(9)

根据式(5) 和(7),可以计算出条纹的实际相位主

值为:

ϕr = tan -1
∑

N

n = 1
A0 + ∑

5

k = 1
Akcos[k(ϕ + δn)]{ }

∑
N

n = 1
A0 + ∑

5

k = 1
Akcos[k(ϕ + δn)]{ }

×

sin[2π( i - 1) / N]
cos[2π( i - 1) / N]

(10)

式中:ϕr 代表实际的包裹相位。
实际的包裹相位是理想的包裹相位与相位误差之

和,可表示为:
ϕr = ϕ + Δϕ (11)
因此,相位误差可由实际包裹相位和理想包裹相位

表示为:

tan(Δϕ) = tan(ϕr - ϕ) = tan(ϕr) - tan(ϕ)
1 + tan(ϕr)tan(ϕ)

(12)

Δϕ = tan -1 tan(ϕr) - tan(ϕ)
1 + tan(ϕr)tan(ϕ)

(13)

根据式(5)、(7)和(13),可计算出标准三步相移法

的包裹相位误差为:

　 Δϕ3-step = tan -1
- (a2 - a4)sin(3ϕ) - a5sin(6ϕ)

a1 + (a2 + a4)cos(3ϕ) + a5cos(6ϕ)
≈

- k1sin(3ϕ) - k2sin(6ϕ) (14)
式中:Δϕ

 

3- step代表三步相移法的相位主值误差,k1 和 k2

为两个常数。
同时,可得到四步相移法的包裹相位误差:

Δϕ4-step = tan -1
- (a3 - a5)sin(4ϕ)

a1 + (a3 + a5)cos(4ϕ)
≈

- k1sin(4ϕ) - k2sin(8ϕ) (15)
根据标准三步、四步相移法的包裹相位误差值可归

纳出单 N 步相移法的相位主值误差为:
ΔϕN-step ≈ - k1sin(Nϕ) - k2sin(2Nϕ) (16)

式中:ΔϕN-step 代表 N 步相移法的相位主值误差值,k1 代

表低 次 谐 波 幅 值, k2 代 表 高 次 谐 波 幅 值。 根 据 文

献[14],由于 k1 要远远大于 k2,因此可将 k2 值省略。 所

以相位主值误差可近似表示为:
ΔϕN-step ≈ - ksin(Nϕ) (17)
所以可将式(14)、(15)近似表示为:
Δϕ3 -step ≈ - ksin(3ϕ) (18)
Δϕ4-step ≈ - ksin(4ϕ) (19)
显而易见,相位主值误差值近似线性分布,且和相移

步数 N、相位值 φ 相关。

2　 改进的双 N 步相移法

2. 1　 相位误差补偿

　 　 当前对于相位误差补偿的方法有多种,对于式(17)
中呈正弦周期性的包裹相位误差可以使用双 N 步相移法

来进行消除。 双 N 步相移法的基本思想是在原来 N 幅

光栅图的基础上添加相位差 π / N 的 N 幅附加光栅条纹,
使两套光栅条纹的正弦性包裹相位误差值相差半个周

期,因此两套条纹的误差值互为相反数,融合两套条纹的

相位即可实现不同位置的波动误差消除的目的。
式(1)为原始相移条纹的灰度函数分布,因此附加

相移条纹的灰度值函数可表示为:
IEn = a + bcos[2πf0x + δn + π / N] (20)
附加相移条纹的包裹相位计算公式为:

ϕE = - tan -1
∑

N

n = 1
IEn sin[2π(n - 1) / N + π / N]

∑
N

n = 1
IEn cos[2π(n - 1) / N + π / N]

(21)

附加相移条纹的包裹相位误差 ΔϕE
N-step 可表示为:

ΔϕE
N-step ≈ - ksin[N(ϕ + π / N)] (22)

当 N= 3 时,附加相移条纹与原始相移条纹的初始相

位差为 π / 3,相位误差为:
ΔϕE

3-step ≈ ksin(3ϕ) (23)
同理,当 N = 4 时,附加相移条纹的初始相位差为

π / 4,相位误差为:
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ΔϕE
4-step ≈ ksin(4ϕ) (24)

对比式(18)、(19) 和(23)、(24) 知,原光栅条纹与

附加相移条纹因初始相位差值 π / N 导致相位误差值处

处相反,即融合两套条纹图可消除误差获得较为精确的

相位结果。
2. 2　 原始相移条纹数改进方法

　 　 传统的双 N 步相移法需要采集 2N 幅条纹图,这极

大地影响了算法的测量效率,在实际测量中无法达到快

速、高效的要求。
本文提出的算法其基本思想是对双 N 步相移算法中

的 N 幅原始相移条纹图做出改进,通过减少原始相移条

纹数目达到提升测量效率的同时不对测量精度产生过大

影响的目的。 三频三步相移法虽实现简单,投影条纹数

量少,但其抗外部干扰能力弱于三频四步相移法,因此本

文以下部分对原始相移条纹和附加相移条纹进行相位计

算时均以三频四步相移法为例。 对原始相移条纹数目进

行缩减的基本原理如下:
利用传统三频四步相移法(简称 4fH +4fM +4fL)进行

相位计算需要 3 种频率共 12 幅条纹图,现被缩减为 8
幅。 改进后的三频四步相移法(简称 4fH +2fM +2fL)中高

频条纹图 4 幅(频率为 f1),中频条纹图 2 幅(频率为 f2),
低频条纹图 2 幅(频率为 f3)。 根据式(1),4 幅高频原始

相移条纹图的灰度函数可表示为:

I f1
1 = a + bcos[ϕf1

]

I f1
2 = a + bcos[ϕf1

+ π / 2]

I f1
3 = a + bcos[ϕf1

+ π]

I f1
4 = a + bcos[ϕf1

+ 3π / 2]

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(25)

利用式(25)可以计算出频率为 f1 的高频原始相移

条纹图的平均灰度值 a 和包裹相位 φ f 1 分别为:

a =
I

 f1
1 + I

 f1
2 + I

 f1
3 + I

 f1
4

4
(26)

ϕf1
= tan -1 I

 f1
4 - I

 f1
2

I
 f1
1 - I

 f1
3

(27)

同理,根据式(1),对于频率为 f2 的两幅中频原始相

移条纹图和频率为 f3 的两幅低频原始相移条纹图的灰度

值函数可表示为:

I f2
1 = a + bcos[ϕf2

]

I f2
2 = a + bcos[ϕf2

+ π / 2]{ (28)

I f3
1 = a + bcos[ϕf3

]

I f3
2 = a + bcos[ϕf3

+ π / 2]{ (29)

由于原始相移条纹图的平均灰度值 a 已经根据式

(26)得出,此时利用两步相移法和式(28)、(29)可以计

算出频率为 f2 和 f3 的原始相移条纹包裹相位值 ϕf 2、ϕf 3

分别为:

ϕf2
= tan -1 a - If22

If21 - a
(30)

ϕf3
= tan -1 a - If32

If31 - a
(31)

通过以上理论分析,利用 8 幅原始相移条纹图就可

以得到频率分别为 f1、f2 和 f3 的条纹图的包裹相位,这比

传统的双 N 步相移法计算原始相移条纹减少了 4 幅条纹

图,效率提升了 16. 7%。
2. 3　 三频分层相位展开法

　 　 相位展开通常有时间相位展开和空间相位展开法两

大类,其中应用广泛的时间相位展开法对沿着时间轴方

向上的相位逐点展开,避免了由反三角函数引起的相位

截断在展开时对其他像素点扩散误差。 三频分层相位展

开法具有实现简单、快速的优点,在时间相位展开法中有

其独特优势。
应用三频分层相位展开法需要先确定频率为 1 的包

裹相位,故其投影的 3 组条纹频率应各为 f
 

= 1, s ,
 

s。
参考式(7)可分别得到 3 组条纹的包裹相位值 ϕ(1)、ϕ

( s )和 ϕ
 

( s),其中频率为 1 的条纹包裹相位 ϕ
 

(1)也是

展开相位值,即 ϕ(1)= ϕ(1),而后由展开相位 ϕ
 

(1)反

推展开相位 ϕ( s )和 ϕ( s),可将三频分层展开法的相

位展开过程表示为:
φ(1) = ϕ(1)

φ( s ) = ϕ( s ) + 2π × round[ s φ(1) - ϕ( s )
2π

]

φ( s) = ϕ( s) + 2π × round[ s φ( s ) - ϕ( s)
2π

]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(32)
式中:round 为圆整函数。
2. 4　 三频外差法

　 　 三频外差法对包裹相位进行展开即在全场范围内对

3 组不同频率的条纹进行叠加求取展开相位,原理如图 2
所示。 假设 3 组光栅条纹频率各为 fH、 fM 和 fL( fH > fM >
fL),参考式(7)可分得到 3 组条纹的包裹相位值 ϕfH、ϕfM

和 ϕfL,而后将其两两叠加可生成叠加包裹相位 ϕfH - fM 和

ϕfM - fL,通过选择合适的频率 f,最后一次两两叠加可生成

唯一的叠加包裹相位 ϕfH - fM - fL,而叠加包裹相位 ϕfH - fM - fL

也是展开相位,即 ϕfH - fM - fL = φ
 

fH - fM - fL。 利用展开相位

φ
 

fH - fM - fL 可反推一级条纹的展开相位 φ
 

fH - fM 和 φ
 

fM - fL,再
反推二级条纹展开相位 φ fH,φ fM,φ fL。
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图 2　 三频外差法原理

Fig. 2　 Principle
 

of
 

three-frequency
 

heterodyne
 

method

2. 5　 相位展开可靠度

　 　 当减少原始相移条纹数来计算包裹相位后,利用外

差法展开相位的相位展开可靠度低于分层法。 首先分析

三频分层法,假设对 3 个频率分别为 fH、fM 和 fL 的条纹图

( fH>fM>fL)用分层法 4fH+4fM +4fL 和 4fH +2fM +2fL 求解展

开相位,可以求出其高频展开相位值为:

φH = ϕH + 2π × k = ϕH + 2π × round
(fH / fM)φM - ϕH

2π
é

ë
êê

ù

û
úú

φM = ϕM + 2π × k = ϕM + 2π × round
(fM / fL)φL - ϕM

2π
é

ë
êê

ù

û
úú

φL = ϕL

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(33)
式中:ϕH、ϕM、ϕL 分别代表频率为 fH、fM、fL 条纹图的包裹

相位值,φH、φM、φ
 

L 分别代表频率为 fH、fM、fL 条纹图的展

开相位值,k 代表条纹级数。
可以看出,高频条纹的展开相位 φH 包括:高频条纹

包裹相位 φH 和条纹级数 k 与 2π 的乘积。 因此,其展开

相位误差 ΔφH 也包括高频条纹的包裹相位误差 ΔϕH 和

条纹级数误差 Δk 与 2π 的乘积,即:
ΔφH = ΔϕH + 2π × Δk

Δk = round
( fH / fM)ΔφM - ΔϕH

2π
é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ïï

ïï
(34)

由于采用 4fH+2fM +2fL 算法的高频条纹的包裹相位

精度和 4fH+4fM+4fL 算法一致,因此对于高频条纹的展开

相位精度, 两者的区别在于条纹级数的误差值, 即

式(34)中 Δk。 而两算法中的中频条纹展开相位精度也

与条纹级数误差有关,即:

Δk = round
( fM / fL)ΔφL - ΔϕM

2π
é

ë
êê

ù

û
úú (35)

因此,本文从相位展开过程中产生条纹级数误差 Δk
的可靠度(或可能性) 来定义相位展开可靠度。 换句话

说,相位过程中产生条纹级数误差 Δk 的值越小相位展开

可靠度越高。

取式(35)中圆整算子的分子,并定义为:

ΔkN =
fMΔφL

fL
- ΔϕM (36)

在相位展开过程中,为了保证条纹级数 k 的正确,
ΔkN 应满足以下条件:

| ΔkN | < π⇔
fMΔφL

fL
- ΔϕM < π (37)

分别对 4fH+4fM+4fL 算法和 4fH+2fM+2fL 算法的条纹

级数误差的分子 ΔkN 进行对比,发现 ΔkN 的误差越小,产
生条纹级数误差 Δk 的可能性越小,即展开可靠度越高。
4fH+4fM +4fL 算法和 4fH +2fM +2fL 算法有两次相位展开,
这里假设 fH / fM 和 fM / fL 的值相等,这样可以仅讨论其中

某次相位展开的可靠度,本文这里讨论等式(35),即中

频条纹的相位展开过程。
对于四步相移法,根据文献[15],包裹相位误差的

方差为:

σ2
Δϕ-4step =

2σ2

4b2 (38)

式中:σ2
Δ ϕ - 4 step 也是 4fH+4fM +4fL 分层法中条纹频率为 fL

的方差。
对于 4fH+2fM+2fL 算法中的两步相移法,其包裹相位

误差的方差需要进一步讨论。 首先,频率为 fL 的采集条

纹灰度分布为:

IfL1 = a + bcos[ϕfL]

IfL2 = a + bcos[ϕfL + π / 2]{ (39)

根据式(7),可得到两步相移法的包裹相位为:

ϕfL
2-step = arctan

IfH1 + IfH2 + IfH3 + IfH4 - 4IfL2
4IfL1 - IfH1 - IfH2 - IfH3 - IfH4

( ) (40)

根据文献[12],两步相移法的包裹相位误差为:

ΔϕfL
2-step ≈

arctan
4ΔN1cosϕfL

2-step - 4ΔN2sinϕfL
2-step

16b( ) ≈

ΔN1cosϕfL
2-step - ΔN2sinϕfL

2-step

4b
(41)

式(41)中 ΔN1 和 ΔN2 的方差被表示为:
σ2

ΔN1 = 20σ2

σ2
ΔN2 = 20σ2{ (42)

因此,两步相移法的包裹相位误差的方差为:

σ2
Δϕ-2step =

20σ2cos2ϕ + 20σ2sin2ϕ
16b2

= 5σ2

4b2 (43)

式中:σ2
Δ ϕ - 2 step 也是 4fH+2fM +2fL 分层法中条纹频率为 fL

的方差。
其次对于三频外差法,假设对条纹频率为 fH 1、fH 2 和

fH 3( fH 1 >fH 2 >fH 3)的条纹应用 4fH 1 +4fH 2 +4fH 3 法求包裹相
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位,因此条纹周期为 1 的包裹相位由两次外差得到。 由

于两个随机噪声图像之间的相关性约为 0,因此方差计

算公式如下:
Var(G1 ± G2) = Var(G1) + Var(G2)
Var(G1G2) = 0

Var(G1G1) = Var2(G1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(44)

式中:G i 代表随机高斯噪声,i
 

= 1,2。
由于测量环境一致,假设各条纹的噪声方差近似相

等,根据式(44)和三频外差原理图 2,条纹周期为 1 的包

裹相位误差的方差为四步相移包裹相位误差的方差

σ2
Δ ϕ - 4 step 的 4 倍,代入式(38)的值可得:

σ2
Δϕ(1) = σ2

Δϕ(H1-H2) + σ2
Δϕ(H2-H3) =

(σ2
Δϕ(H1) + σ2

Δϕ(H2) ) + (σ2
Δϕ(H2) + σ2

Δϕ(H3) ) =

(2σ2

4b2
+ 2σ2

4b2 ) + (2σ2

4b2
+ 2σ2

4b2 ) = 2σ2

b2 (45)

对于三频外差相移法 4fH 1 + 2fH 2 + 2fH 3,代入式(43)
的值可求出条纹周期为 1 的包裹相位误差的方差为:

σ2
Δϕ(1) = σ2

Δϕ(H1-H2) + σ2
Δϕ(H2-H3) =

(σ2
Δϕ(H1) + σ2

Δϕ(H2) ) + (σ2
Δϕ(H2) + σ2

Δϕ(H3) ) =

(2σ2

4b2
+ 5σ2

4b2 ) + (5σ2

4b2
+ 5σ2

4b2 ) = 17σ2

4b2
= 4. 25σ2

b2 (46)

在实际投影测量中,条纹频率的比值 fM / fL 要远大于

包裹相位误差值 ΔφM,故式(36)可以简写为:

ΔkN =
fMΔφL

fL
- ΔϕM ≈

fMΔφL

fL
(47)

因此,对于三频分层相移法 4fH+4fM+4fL:

ΔkN ≈
fM
fL

2σ2

4b2 (48)

对于三频分层相移法 4fH+2fM+2fM:

ΔkN ≈
fM
fL

5σ2

4b2 (49)

对于三频外差相移法 4fH 1 +4fH 2 +4fH 3:

ΔkN ≈
fM
fL

2σ2

b2 (50)

对于三频外差相移法 4fH 1 +2fH 2 +2fH 3:

ΔkN ≈
fM
fL

4. 25σ2

b2 (51)

从表 1 可知,与 4f+4f+4f 算法相比,4f+2f+2f 算法虽

然减少了条纹数量,但条纹周期为 1 的包裹相位误差的

方差值成倍数增大,导致 ΔkN 不一定满足式( 37) 的条

件,使条纹级数 k 发生变化而影响相位展开,故相位展开

可靠度下降;对于 4f+2f+2f 法,采用三频分层的方差要

小于三频外差,所以说三频分层相位展开的可靠度优于

三频外差。

表 1　 条纹周期为 1 的包裹相位误差的方差

Table
 

1　 Variance
 

of
 

wrapped
 

phase
error

 

with
 

fringe
 

period
 

1
相位展开法 算法对比 方差值(σ2 / b2 )

分层法
4fH +4fM +4fL 2 / 4
4fH +2fM +2fL 5 / 4

外差法
4fH 1 +4fH 2 +4fH 3 2
4fH 1 +2fH 2 +2fH 3 4. 5

2. 6　 相位融合

　 　 改进的双 N 步相移法融合相位只需对原始相移条纹

和附加相移条纹的展开相位进行融合。 本文对改进的双

四步相移法的展开相位融合的步骤描述如下, 根据

式(1)和(20),分别设计一组 8 幅和一组 12 幅的理想光

栅图,由相机将投影仪投射出的条纹捕捉并通过相移法

求出两幅包裹相位图,利用上述的三频分层相位展开法

对包裹相位展开可获得两幅相位展开图。 对选取的 A4
平面做展开相位融合实验,图 3 为改进的双四步相移法

融合展开相位过程的中间一行。
图 3(b)中点线为 8 幅原始光栅条纹图的展开相位

φ,长虚线为 12 幅附加相移条纹图的展开相位 φE,实线

代表两幅展开相位图的融合结果 φ′,x 轴代表像素位置,
y 轴代表相位值。 从图中可以明显看出,原始相移条纹

与附加相移条纹之间因具有 π / 4 的初始相位差导致周期

性相位误差值处处相反。 通过融合两组展开相位得到的

结果证明相位误差被明显的削弱,得到了较高测量精度

的相位信息。 融合两幅展开相位的公式如下:
φ′ = (φ + φE) / 2 (52)

3　 实　 验

　 　 本文实验所用的结构光栅投影三维重建测量系统由

实验室搭建,包括投影仪(型号:NP-M311W +),CCD 相

机(型号:MV-CE050-30UC)和计算机。 实验条纹由计算

机生成后传送到投影仪并由投影仪投射到实验目标表

面,CCD 相机捕捉含有相位信息的变形条纹并同时发送

给计算机,然后计算机通过解码算法对变形条纹进行解

相并提取实验目标的真实三维信息。
3. 1　 相位精度对比

　 　 为验证本文所提算法的相位测量精度,实验将本文

所提方法与传统双四步相移法和单四步相移法做对比,
以两种面具作为实验对象,3 种算法重建结果如图 4、5
所示。 将两组实验各算法所得相位信息与利用 20 步相

移算法得到的理想相位做差,得到各算法的相位误差值。
在各算法的相位误差图中间位置取一块 101× 101

 

pixel
像素点区域求均值误差,结果如表 2 所示。
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图 3　 展开相位融合原理

Fig. 3　 Principle
 

of
 

phase
 

combination

从表 2 中可知,改进的双四步相移法的最大相位误

表 2　 相位误差取均值

Table
 

2　 Average
 

phase
 

error
算法 Largest

 

error Rmse
Double

 

4-step 0. 003
 

8 0. 008
 

484
 

2
Improve

 

double
 

4-step 0. 003
 

8 0. 008
 

484
 

2
4-step 0. 010

 

2 0. 015
 

443

差和均方根误差与传统双四步相移法相等,且都要小于

单四步相移法。 在 3 种算法对面具的重建结果图 4、5 中

可以看出,图 4( a)和图 5( a)为相机采集受面具调制的

变形条纹,在传统双四步相移算法的重建结果图 4( b)和

图 5(b)中,在非边缘和非阴影部分具有十分优异的重建

结果,面部平滑无褶皱,与双 N 步相移法对非线性误差消

除的理论分析相符。 本文所提算法的重建结果图 4( c)
和图 5(c)与传统双 N 步相移算法的重建结果基本一致,
对面具的测量精度极高,所提算法因删减了部分条纹使

得重建结果受到略微影响,对非线性误差具有出色的削

弱能力。 单四步相移算法的重建结果图 4( d)和图 5( d)
中含有微小的周期性水痕,符合单四步相移法的非线性

误差分布。 图 4(e)和图 5( e)为 3 种算法的第 384 行相

位比较结果,可明显看出改进的双四步相移法与传统双

四步相移法的相位有重合现象,进一步证实了改进算法

的高测量精度。 在实际测量中,改进的双 N 步相移算法

相较于传统的双 N 步相移算法具有相同精确的相位测量

性能,并进一步提升了测量效率。

图 4　 第 1 组 3 种算法的重建结果

Fig. 4　 Reconstruction
 

results
 

of
 

the
 

first
 

group
 

of
 

three
 

algorithms
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图 5　 第 2 组 3 种算法的重建结果

Fig. 5　 Reconstruction
 

results
 

of
 

the
 

second
 

group
 

of
 

three
 

algorithms

3. 2　 相位展开法对比

　 　 对比空间相位展开法和时间相位展开法,空间相位

展开法对于连续性物体的测量具有高精度且直接的特

点,但对于孤立对象或不连续物体空间相位展开法在对

像素点解相时易将相位误差进行扩散,具有一定局限性。
而时间相位展开法展开不连续性和分离的轮廓的相位时

对每个像素点都是独立于其邻域展开的,不会对其他区

域引入扩散误差[16-17] 。 本文选用时间相位展开法中的三

频分层相位展开法和三频外差法,将两者的相位展开结

果做对比。
以瓷瓶作为实验对象,包裹相位都应用改进的双 N

步相移算法求得,使用三频分层相位展开法展开相位的

条纹频率设置为 1,8,64,使用三频外差法展开相位的条

纹频率设置为 56,64,73,结果如图 6。 图 6( a)为受实验

对象调制的变形条纹,图 6( b)和( c)分别为三频分层相

位展开法和三频外差法对瓷瓶的重建结果。 为了更明确

地对比两算法的展开结果,分别取像素第 384 行相位进

行分析,结果如图 6( d)所示。 可明显看出,三频分层相

位展开法的展开相位平滑且无波动变化,而三频外差展

开法的展开相位波动性误差较多,褶皱现象明显。

4　 结　 论

　 　 针对传统双 N 步相移法测量时间长的问题提出了一

种改进的双 N 步相移法。 本文所提方法对原始相移条纹

数目删减来求出包裹相位,然后通过三频时间相位展开

法对原始相移条纹和附加相移条纹分别进行相位展开,
再融合两幅展开相位图对相位误差进行消除。 本文从相

移法的理论分析着手,对常用单 N 步相移法的相位误差

进行推导,并对双 N 步相移算法的误差消除原理进行了

理论分析。 通过实验验证了所提算法具有与传统双 N 步

相移法几乎相同的测量精度,同时将测量效率提升了

16. 7%。 通过实验验证了三频分层相位展开法对相位展

开的可靠性要优于三频外差法,并对三频外差法删减条

纹后相位展开可靠性下降进行了理论分析。
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