
第 37 卷　 第 8 期

·146　　 ·
电子测量与仪器学报

JOURNAL
 

OF
 

ELECTRONIC
 

MEASUREMENT
 

AND
 

INSTRUMENTATION
Vol. 37　 No. 8

2023 年 8 月

收稿日期:
 

2022-12-17　 　 Received
 

Date: 2022-12-17
∗基金项目:国家自然科学基金(62173134,

 

62006075)、湖南省自然科学基金(2023JJ50030,2023JJ50226)、湖南工程学院校级项目( YY1711,
 

XJ1605)资助

DOI:
 

10. 13382 / j. jemi. B2206131

一种鲁棒的 2D 激光雷达和摄像机最小解标定方法∗
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摘　 要:因为 P3P 问题固有的结构缺陷,二维激光雷达和摄像机的最小解标定方法存在数值稳定性差、精度较差等问题。 针对

上述问题,本文提出了一种鲁棒的最小解标定方法,对 P3P 问题的求解算法和最优解选择误差度量进行改进。 首先,根据 3 个

棋盘格构建的 P3P 问题,利用改进的 RP3P 算法进行求解,提高了解的稳定性。 然后,基于可信度加权观测概率设计了一种的

最优解选择策略,提高了所选解的准确性。 根据实验结果可知,本文的算法在标定结果的精度和有效性上得到明显改善。 仿真

实验中,在不同噪声水平下,相比于 Francisco 方法和 Hu 方法,本文方法的有效解概率提高了 5% ~ 41%和 2% ~ 20%,旋转矩阵

精度提高了 2° ~ 6°和 1. 5° ~ 2°,平移向量精度提高了 180~ 520
 

mm 和 150~ 180
 

mm,性能提高明显。
关键词:

 

智能交通;2D 激光雷达;P3P 问题;外参数标定;RP3P 算法;可信度加权

中图分类号:
 

TN958;TN911　 　 　 文献标识码:
  

A　 　 国家标准学科分类代码:
 

510. 99

Robust
 

minimum
 

solution
 

calibration
 

method
 

of
 

2D
 

Lidar
 

and
 

camera

Peng
 

Meng　 Wu
 

Shuyue　 Chen
 

Long　 Li
 

Zhuofan
(School

 

of
 

Computer
 

and
 

Communication,
 

Hunan
 

Institute
 

of
 

Engineering,
 

Xiangtan
 

411104,
 

China)

Abstract:
 

Because
 

of
 

the
 

inherent
 

structural
 

defects
 

of
 

P3P
 

problem,
 

the
 

minimum
 

solution
 

method
 

for
 

calibration
 

of
 

2D
 

Lidar
 

and
 

camera
 

has
 

some
 

shortcoming,
 

such
 

as
 

poor
 

numerical
 

stability
 

and
 

accuracy.
 

Aiming
 

at
 

the
 

above
 

problem,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

robust
 

minimum
 

solution
 

calibration
 

method,
 

which
 

improves
 

algorithm
 

of
 

P3P
 

problem
 

and
 

the
 

error
 

measurement
 

of
 

optimal
 

solution
 

selection.
 

Firstly,
 

according
 

to
 

the
 

P3P
 

problem
 

constructed
 

by
 

three
 

checkerboards,
 

the
 

enhanced
 

RP3P
 

algorithm
 

is
 

used
 

which
 

can
 

improve
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

solution.
 

Secondly,
 

an
 

optimal
 

solution
 

selection
 

strategy
 

based
 

on
 

observation
 

probability
 

with
 

uncertainty
 

weighted
 

is
 

designed
 

to
 

improve
 

the
 

accuracy
 

of
 

the
 

optimal
 

solution.
 

Experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

can
 

significantly
 

improve
 

the
 

probability
 

of
 

reasonable
 

solution
 

and
 

calibration
 

accuracy
 

compared
 

with
 

the
 

algorithms
 

in
 

the
 

literature.
 

Under
 

different
 

noise
 

levels,
 

compared
 

with
 

Francisco
 

method
 

and
 

Hu
 

method,
 

the
 

probability
 

of
 

reasonable
 

solution
 

is
 

improved
 

by
 

5% ~ 41%
 

and
 

2% ~ 20%,
 

the
 

rotation
 

matrix
 

accuracy
 

is
 

improved
 

by
 

2° ~ 6°
 

and
 

1. 5° ~ 2°,
 

the
 

translation
 

vector
 

accuracy
 

is
 

improved
 

by
 

180 ~ 520
 

mm
 

and
 

150~ 180
 

mm,
 

so
 

the
 

performance
 

is
 

improved
 

obviously.
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0　 引　 言

　 　 高分辨率相机和二维激光雷达经常被结合在移动设

备中用于实现路径规划、语义地图、目标检测与跟踪等功

能[1-3] 。 激光雷达获取的是外部环境空间点云的三维位

置信息,而摄像机获取的是可见光的平面投影成像信息,
为了充分利用两个传感器的优势,需要两个传感器进行

数据融合。 然而,由于相机和二维激光雷达之间难以精

确安装和对准,因此需要标定两个传感器之间的外部参

数,即激光雷达和摄像机坐标系之间的旋转和平移。
Zhang 等[4] 最早提出了一种使用棋盘图案的 2 维激
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光雷达和摄像机标定方法,该方法使用点面对应关系,可
以从至少 5 个平面输入线性求解外部参数。 然而,这种

方法的线性解不能保证标定结果的可靠性,解的精度较

差。 在文献[4] 的基础上,Francisco 等[5] 提出了一个外

参数标定的最小解决方案。 将外参数标定公式化为对偶

三维空间中的透视三点(perspective
 

three
 

points,
 

P3P)问
题。 该方法将将棋盘格的观测输入个数从 5 次减少到 3
次,以简化标定流程。 然而,该方法存在多解问题,此外

它还存在两种退化情况,即两个平面平行情况和危险的

圆柱体情况。
同样利用棋盘格,胡钊政等[6] 通过引入了平面成像

区域约束,从多解中选择最优解,提高了解的可靠性,彭
梦等[7] 提出了一种新的标定方法,利用观测概率有效下

界选择可信的多个候选解作为最优解的优化初始值,提
高了初始值的有效性。 除了棋盘格以外,还有文献使用

标定参照物上的直线、平面、圆圈等几何特征建立外参数

约束实现标定。 例如 Hoang 等[8] 利用标定参照物上的直

线特征建立外参数等式,该方法对噪声比较敏感,实际标

定结果精度较低。 Ye 等[9] 基于直线特征提出了一种新

的标定方法,该方法结合利用点线约束和欧氏变换不变

性约束可以获得更准确、更有效的外部参数。 Dong 等[10]

利用带有两个棋盘格的折叠三角板作为的标定物,构建

出 6 个激光点到平面的等式约束来实现标定。 Itami
等[11] 通过激光雷达捕捉固定在手持杆上的小球形物体,
从而获取相机和激光雷达两个坐标系之间的点对应关

系,求解外部参数。 Fan 等[12] 提出通过将摄影测量控制

场作为公共参考系,通过相机和激光雷达分别独立相对

控制场进行标定,从而实现两个传感器之间标定。 Chen
等[13] 基于四面体的直线特征,根据激光点在直线上的空

间约束实现标定。
另外,利用自然场景作为标定参照物的自标定方法

也是主流研究方向。 Zhou 等[14] 利用道路边缘的直线特

征,提出基于点线约束的自标定方法。 Gomez[15] 利用房

间墙角做为参照物,利用 3 个墙面正交特性分别构建相

机相对于墙角坐标系的外部参数和激光雷达相对于墙角

坐标系的外部参数,然后对相机和激光雷达进行标定。
Hu 等[16] 进一步扩展了文献[15]的工作,从单输入观测

得到了一个最小解,该解需要进行两次标定过程,包括三

面体与 LRF 的标定和三面体与相机的标定。 上述自标

定方法由于同样需要外部观测物作为参照物来构建两个

坐标系之间的关系,因此精度和稳定性都严重依赖提取

的人工环境几何特征的精确性,存在环境适应性差、标定

精度不高等缺点。 彭湃等[17] 提出一种结合里程计的自

标定方法。 该方法不需要自然或者人工参照物,但是性

能取决于云匹配算法精准度,稳定性差。

　 　 相比较其他标定方法,基于棋盘格最小解标定方法

采用棋盘格参照物建立几何关系[4-7] ,基于旋转群约束求

解旋转矩阵,因此在精度和可靠性等性能上面更优。 但

是最小解标定方法存在以下 3 个局限性:1)缺失解问题。
P3P 问题解的本质将是对一元四次方程的求解。 基于观

测值估计的四次多项式和真实的四次多项式之间存在一

定的差异,当观测值的量测噪声较大时会出现解缺失问

题。 2)奇异情况下的几何退化问题。 不稳定的几何结构

会导致解的奇异性[18] ,其中 P3P 问题的透视中心位置的

微小变化会导致结果出现巨大误差。 特别在“ 危险圆

柱”的情况下,最小解标定结果非常不可靠。 3) 误差度

量问题。 由于最小解标定方法会获取多个解,为此该类

方法通常根据激光点的观测误差来评价每个解偏离实际

值程度,从而获取最优解。 然而,这种误差度量通常是计

算所有激光点的误差平方和,没有考虑不同姿态棋盘格

对误差值影响的差异。
针对最小解标定方法的上述不足,本文提出了一种

鲁棒的最小解标定方法,通过改进 P3P 问题的求解算法

和改进多解误差度量,提高了标定结果的稳定性。 首先,
根据 3 个棋盘格建立 P3P 问题,本文利用文献[ 18] 的

RP3P 算法求解 P3P 问题,通过简化计算获取更高精度

三维控制点的深度。 其次,本文通过对 P3P 问题的多项

式方程极值点进行计算,将受量测噪声干扰而丢失的解

重新获取回来。 最后,针对多解的误差度量问题,本文提

出一种基于可信度权重的观测概率,根据激光量测的可

信度计算解的观测概率,选择观测概率最大的解作为最

优解。
本文标定方法的优点如下: 1) 使用了更鲁棒的

RP3P 算法,提高了标定结果的稳定性。 2) 能重新获取

测量噪声引起的缺失解,标定结果更准确。 3)提高了误

差度量模型的鲁棒性,为计算各个解偏离实际值的程度

提供了更可靠的度量。

1　 问题描述

　 　 二维激光雷达和摄像机坐标系变换如图 1 所示。 三

维空间点的坐标在摄像机坐标系 {C} 表示为 pc ,在激光

雷达坐标系 {L} 表示为 p l ,在棋盘格坐标系 {W} 表示

为 pw,pc = Rp l + t,R 和 t 为摄像机坐标系和激光雷达坐

标系之间的旋转矩阵和平移向量。 Φi 和 Δi 为通过摄像

机标定程序已获取的棋盘格坐标系到摄像机坐标系的旋

转矩阵和平移向量, pc = Φip
w + Δi ,其中 i为棋盘格的观

测样本序号。 最小解标定方法的基本原理是利用 3 个棋

盘格平面 Πi 和对应的 3 条激光扫描直线 L l
i 建立三点透

视问题,计算外参数 R 和 t。
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图 1　 基于棋盘格的 2 维激光雷达和摄像机标定示意图

Fig. 1　 Schematic
 

diagram
 

of
 

calibration
 

of
 

2D
Lidar

 

and
 

camera
 

based
 

on
 

checkerboard

2　 文本的标定方法

　 　 针对最小解标定方法的上述不足,本文对最小解标

定中的 P3P 问题求解算法和多解问题误差度量进行了

改进,提出了一种鲁棒可靠的最小解标定方法。 该方法

首先基于改进 RP3P 算法计算出外参数的多个解,然后

提出基于可信度权重的观测概率,选择多解中观测概率

最大的作为最优解,从而提高了标定的精度和可靠性。
2. 1　 基于改进 RP3P 算法的外参数求解算法

　 　 在传统最小解标定方法中,P3P 问题求解存在两个

重要不足,即噪声干扰下的解丢失问题和奇异情况下的

几何退化问题。 为了提高标定结果的数值稳定性和精

度,本文标定方法在文献[6]所提出的最小解算法基础

上,对 P3P 问题求解进行两个改进:利用 RP3P 算法求解

P3P 问题,提高了几何退化情况下解的稳定性;利用多项

式极值点估计 RP3P 算法的缺失解,提高了 RP3P 算法

的抗噪声干扰能力。
由于 3 个平面有且仅有一个交点(不包括三平面共

线等特殊情况),最小解标定方法根据 3 个棋盘格平面

Π1、Π2、Π3 和激光扫描直线 L1、L2、L3 构建一个 P3P 问

题。 本文利用 RP3P 算法求解 P3P 问题,实现参数标

定[18] 。 如图 2 所示,假设 3 个棋盘格平面Πi 的公共交点

是 O′ ,3 个平面棋盘格平面Πi 两两相交产生 3 组相交直

线 Γ1、Γ2、Γ3,3 条激光扫描直线 L i 两两相交产生 3 个交

点 P0、P1、P2。 如图 3 所示,3 条直线 Γi 两两之间的夹角

分别为 α、β、γ ,3 个交点 P i 两两之间的距离分别为 d1、
d2、d3,公共交点 O′ 分别与 3 个控制点 P0、P1、P2 之间的

距离分别为 l0、l1、l2,因此通过余弦定理获得 P3P 问题的

标准方程组,如式(1)所示。 其中的未知变量是 l0、l1、l2,
其他变量均为已知。

l2
0 + l2

1 - 2l0 l1cosβ = d2
1

l2
0 + l2

2 - 2l0 l2cosα = d2
2

l2
1 + l2

2 - 2l1 l2cosγ = d2
3

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

图 2　 3 个棋盘格平面构造的 P3P 问题

Fig. 2　 P3P
 

problem
 

constructed
 

by
 

three
 

checkerboard

图 3　 P3P 问题的余弦标准形式

Fig. 3　 Cosine
 

standard
 

form
 

of
 

P3P
 

problem

相比传统最小解标定算法[5-6] ,本文利用文献[18]
的 RP3P 算法求解 P3P 问题,获取式(1)的 3 个未知变量

l0、l1、l2。 RP3P 算法利用两个辅助变量进行消元,将式

(1)的三元二次方程组转化为一元四次多项式方程求

解,通过简化计算过程获得更精确的三维控制点的深度,
具体计算过程如下。

1)引入两个辅助变量 t1 和 t2,将 P3P 问题的标准方

程式(1)转化为式(2)。 其中辅助变量 t1 = l1 - l0c1,t2 =
l2 - l0c0。

l2
0·sin2β + t2

1 = d2
1

l2
0·sin2α + t2

2 = d2
2

t2
1 + t2

2 + l0A3 t1 + l0A4 t2 + A5 t1 t2 + l2
0A6 = d2

3

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)

在式(2)中的各个系数分别为:
c0 = cosα
c1 = cosβ
c2 = cosγ
A3 = 2(c1 - c0c2)
A4 = 2(c0 - c1c2)
A5 =- 2c2

A6 = c2
0 + c2

1 - 2c0c1c2

2)将式(2) 中的未知变量进行替换,并进行一次消
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元可得下二元二次方程组式(3), 和 ξ 为替换后的未知

变量, =
t1

l0
,ξ =

t2

l0
。

A1· 2 - ξ 2 + A2 = 0
A3· + A4·ξ + A5· ·ξ + A9· + A10 = 0

(3)

其中,式(3)中的各个系数分别为:
d1

d2

= 1
k

A1 = k2

A2 = A1·sin2β - sin2α

A7 = A6 - sin2α

A8 =
d2

3 - d2
2

d2
1

A9 = 1 - A8

A10 = A7 - A8·sin2β
3)然后,接着对式(3)再进行一次消元可得式(4)。

对式(4)中变量 进行求解,可最多获得 4 个解。
B4· 4 + B3· 3 + B2· 2 + B1· + B0 = 0 (4)
其中,式(4)中的各个系数分别为:
B4 = A2

9 - A1A
2
5

B3 = 2A3A9 - 2A1A4A5

B2 = A2
3 + 2A9A10 - A2A

2
5 - A1A

2
4

B1 = 2A3A10 - 2A2A4A5

B0 = A2
10 - A2A

2
4

4)最后,将变量 的解依次代回到式(3),可以最多

获得关于 { l0,l1,l2} 的 4 组解,如式(5)所示。 由于本文

中的 P3P 问题没有要求深度值为正值的约束,每个 { l0,
l1,l2} 的解都有一个对称解 { - l0, - l1, - l2} ,因此总共

最多有 8 组解。

l0 =
d1

2 + sin2β
l1 = l0 l′1 = l0(c1 + )
l2 = l0 l′2 = l0(c0 + ξ)

ξ =-
A9· 2 + A3· + A10

A5· + A4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(5)

至此,通过上述 RP3P 算法完成了 P3P 问题求解,计
算出 3 个控制点 P0、P1、P2 到顶点 O′ 的距离 l0、l1、l2,并
计算 3 个控制点在摄像机坐标系中的坐标值 Q0、Q1、Q2,
如式(6)所示。 已知 3 个控制点分别在两个坐标系中的

值,计算坐标系之间的外参数 R 和 t 是一个典型的三点

匹配估计运动问题,因此利用文献[6]的姿态估计算法

可直接计算外参数 R 和 t。
Qi = l iΓi +O′ (6)

但是,RP3P 算法存在真解丢失问题。 由于量测噪

声的存在,对于式(4)而言,利用样本测量值导出的四次

多项式 fmeasured 和真实值导出的四次多项式 ftrue 之间会有

一定的差异,当这种差异较大时很可能丢失解,也就是说

噪声干扰会造成缺解问题(如图 4 中 x′3 所示)。 缺解问

题是由 P3P 的固有结构决定的,所有 P3P 求解方法也有

同样的问题。 针对 RP3P 算法的缺解问题,本文将利用

fmeasured 的极值点来估计式(4)中可能的缺失解,从而找回

可能丢失的解,具体步骤如下。

图 4　 噪声干扰造成缺解问题的示意图

Fig. 4　 Description
 

diagram
 

of
 

missing
 

solution
caused

 

by
 

noise
 

interference

首先,设式( 4) 对应的多项式 fmeasured 为 f( ) ( 式

(7))。 如式(8)所示,求 f( ) 一阶导数得到一个三次多

项式 f′( ) ,因此由 f′( ) = 0 得出 f( ) 最多有 3 个极值

点 i( i ≤ 3) 。 然后,利用 f( ) 的二阶导数 f′′( ) 判断

极值点 i 是极小值点还是极大值点。 如果 i 是极小值

点即 f′′( i) > 0 且 f( i) > 0,或者如果 i 是极大值即

f′′( i) < 0 点且 f( i) < 0,则 i 可能是缺失解。 通过

fmeasured 的极值点,将所有可能的缺失解都并入到 P3P 问

题的多解集合。
f( ) = B4· 4 + B3· 3 + B2· 2 + B1· + B0

(7)
f′( ) = 4B4· 3 + 3B3· 2 + 2B2· + B1

f″( ) = 12B4· 2 + 6B3· + 2B2
{ (8)

2. 2　 基于可信度加权观测概率的最优解选择策略

　 　 通过 2. 1 节内容,得到了标定参数的多个解,需要从

多解中选择一个最优解。 然而,已有文献没有考虑观测

数据在空间的分布不均造成的不同观测数据可信度的差

异,容易错选假解[19] 。 针对这一问题,借鉴文献[20]的

思想,本文提出基于可信度加权观测概率的最优解选择

策略,该方法利用观测数据的可信度对解的观测概率进

行加权,对候选解集合元素进行评价从而选出最优解。
该方法通过抑制观测概率的可信度,提高了最优解选择
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机制的可靠性。 具体步骤分为如下 3 步:
首先,计算解在单个棋盘格上的观测概率。 基于噪

声的高斯分布假设,根据观测数据的误差值计算候选解

R j,t j( ) 在棋盘格的观测观测概率 π j,i (式(9)),并且对

π j,i 归一化(式( 10)),其中 j = 1,2,…,M(M 是解的个

数); i = 1,2,…,N(N 是棋盘格的个数)。 d j,i 为解

R j,t j( ) 在第 i 个棋盘格的激光点误差向量,如式(11)所

示,其中 k表示棋盘格Πi 上激光点的序号, Ni 表示Πi 的

法线向量, Ni 的方向为摄像机坐标系中 Πi 的法线方向,
‖N‖ 大小为摄像机坐标系原点到平面 Πi 的距离。

π j,i = 1
2π δ

exp
d j,i

2

2δ2( ) (9)

π j,i =
π j,i

∑
M

t = 1
πt,i

(10)

d j,i = ∑
k

RT
j Ni( )· RT

j Ni - RT
j t( )

RT
j Ni( )·P l

ik

- 1( ) P l
ik (11)

然后,计算每个棋盘格观测概率的可信度。 本文根

据解集合的空间分布计算观测概率的可信度, β i 是第 i
个棋盘格上观测概率的可信度(式(12))。 β i 反映了观测

概率值的峰值尖锐度量,表示解集合观测概率的空间分

散程度。 如果 β i 越大,表示观测概率高的解越接近分布

在最大观测概率的邻域内,那么可信度越大,反之亦然。

其中 R̂ 表示第 i 个棋盘格上具有最大观测概率的旋转矩

阵, ‖·‖Fro 表示矩阵的 Frobenius 范数。

β i = 1

∑
M

j = 1
π j,i‖R j -R̂‖2

Fro

,　 i = 1,2,…,N (12)

最后,本文通过加权后的观测概率对多解优劣进行

度量(式(13)),选择观测概率最大的解作为最优解。 本

文利用棋盘格可信度 β i 给第 i 个棋盘格的观测概率 π j,i

赋予权重,给可信度大的棋盘格上数据赋予较高的权重,
从而抑制多个棋盘格观测概率之间冲突。

π j = ∏
N

i = 1
(π j,i)

βi (13)

2. 3　 本文标定方法

　 　 综合 2. 1 和 2. 2 节对最小解方法中 P3P 求解算法和

多解误差度量的改进,在文献[6]的基础上,本文提出了

一种鲁棒可靠的最小解标定方法,具体的算法步骤如下。
首先,根据 3 个棋盘格平面构建一个 P3P 问题,利用

RP3P 算法求解 P3P 问题,并且通过多项式极值点获取

丢失的解。 然后,根据各个棋盘格激光数据的可信度来

计算多解的观测概率。 最后,选择加权观测概率最大的

解作为最优解。 算法伪代码如算法 1 所示。

算法 1
 

本文的标定方法流程

Input:棋盘格 Πi 和棋盘格上激光点拟合的直线 Ll
i,　 i = 1,2,…,

N 。
 

Output:旋转矩阵 R 和平移向量 t 。
1.

 

任选 3 个观测数据的组合集 K = k1 ,…,kT}{ (T = C3
N) ,其中

ki ∈ ZZ 3 表示从 {1,2,…,N} 中选取 3 个整数数组合,集合 K 是所

有组合的集合。
2.

 

设置解集合 D 为空集 ϕ 。
3.

 

Fort
 

= 1,…,
 

T
 

do
4.

 

选择 kt 对应的 3 个棋盘格平面 Πkt,1
、Πkt,2

和 Πkt,3
以及对应的

激光扫描线 Ll
kt,1

、Ll
kt,2

和 Ll
kt,3

,利用 3 个棋盘格平面构建一个 P3P

问题的标准方程(式(1))。
5.

 

基于 RP3P 算法,通过辅助变量和消元将式(1)转化为式(4)的
一元四次方程求解,并利用式( 7) ~ (8) 计算极值点,从而获取式
(4)的缺失解。
6.

 

获取 3 个控制点 P0 、P1 、P2 分别在摄像机坐标系和激光雷达坐

标系中的值式(5) ~ (6)。 通过步骤 5 和 6 将 R 和 t 的求解变成一
个典型三点匹配估计运动问题。
7.

 

针对三点匹配估计运动问题,利用文献[ 6]中的姿态估计算法

计算旋转矩阵 R(m)
t ,t(m)

t( ) ,m < 8。
8.

 

将当前这组解合并到解集合 D = D ∪ R(m)
t ,t(m)

t( ) 。
9.

 

End
 

for
10.

 

根据式(11)计算每个解在每个棋盘格上的误差向量 d j,i ,并
代入式(9)获取每个解的的单个棋盘格观测概率 π j,i 。
11.

 

根据式(12)度量单个棋盘格的观测概率可信度 βi 。
12.

 

根据式(13),利用可信度计算加权观测概率,选择加权观测概
率 π j 最大的解 R j,t j( ) 作为最优解。

3　 实验结果与分析

3. 1　 仿真实验

　 　 仿真实验中,将本文标定方法与文献[5]的 Francisco
方法、文献[6]的 Hu 方法的解析解进行比较。 仿真实验

采用理想理想的二维激光雷达模型和针孔摄像机模型,
激光雷达的角度分辨率为 0. 25°,角度范围为 - 40° ~
+40°。 激光雷达假设是静止的,并且针孔相机根据均匀

分布随机放置在距离激光雷达半径为 3 ~ 6 m 的球形范

围内。 相机的放置使得两个传感器的视场之间总是有显

著的重叠,将零均值高斯噪声添加到激光深度数据。 本

文主要使用旋转误差 eR 和平移误差 et 两个指标来评价

算法性能。 eR 表示标定结果 R和真实值 Rr 之间旋转矩阵

误差(式(14)), et 表示标定结果 t 和真实值 tr 之间的平

移向量误差(式(15)),其中 ‖·‖Fro 表示矩阵或者向量

的 Frobenius 范数。

eR = 180
π

arccos
trace(RTRr) - 1

2( ) (14)

et = ‖t - tr‖ (15)
1)利用有效解概率评估不同算法的可靠性。 当 eR

小于 10°且 et 小于 100 cm 时,可以认为该解为有效解,误
差超出这个阈值的为无效解。 有效解概率定义为标定结
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果为有效解的实验数占总实验数的比例。 因为有效解偏

离真实值程度不大,可以作为合理的优化初始值,所以有

效解概率能合理表示解的好坏程度。 由于激光测距噪声

会导致 Francisco 方法和 Hu 方法出现几何退化下的奇异

解问题和缺失解问题,从而无法获取有效解。 本文方法

通过改进的 RP3P 算法提高了有效解概率。
首先,实验中随机输入 6 个棋盘格,将激光深度数据

的噪声方差水平从 5 mm 逐渐增加至 30
 

mm,图像数据的

噪声方差为
 

0. 5
 

pixels。 本文在不同的噪声水平下测试

了 3 种标定方法,对于每个噪声水平进行 100 次试验来

计算有效解概率。 从图 5(a)
 

结果可得,在各个噪声水平

下本文方法的有效解概率均保持在 97%左右。 相比于

Francisco 方法和 Hu 方法,本文方法的有效解概率分别

提升 5% ~ 41%和 2% ~ 20%。 即使噪声方差为 30
 

mm 时,
本文方法的有效解概率仍然保持 98%左右,明显高于其

他算法。

图 5　 3 种方法的有效解概率对比分析

Fig. 5　 Comparison
 

of
 

three
 

methods
 

of
 

the
reasonable

 

solution
 

ratio

然后,将随机输入棋盘格的个数从 3 个逐渐增加到 8
个,激光数据加上方差 20 mm 的高斯噪声,在不同棋盘格

输入个数下分别进行 100 次实验来计算有效解概率。 从

图 5(b)
 

结果可得,本文方法的有效解概率整体上高于

其他文献中的算法。 相比 Francisco 方法,提高了 10% ~
50%的有效解概率。 相比 Hu 方法,提高了 2% ~ 20%的

有效解概率。
2)为了进一步验证算法的性能,在不同水平的噪声

下利用误差均值和误差分布两个指标来进行误差分析。
噪声水平、棋盘格个数、实验次数等参数设置与图 5( a)
相同。 图 6 为误差均值分析,可以看出相比较 Francisco
方法,本文方法的旋转矩阵误差降低了 2° ~ 6°,平移向量

误差降低了 180 ~ 520 mm。 相比 Hu 方法,本文方法的旋

转矩阵误差降低了 1. 5° ~ 2°,平移向量误差降低了 150 ~
180 mm。 图 7 为误差分布分析,可以看出相比较其他方

法,本文方法的结果分布在误差值更小的范围内,并且鲁

棒性随着噪声水平的增加更加明显。 综合图 6 和 7 的实

验结果,表明在不同噪声方差下本文方法的标定精度均

要好于其他两种方法。

图 6　 不同激光噪声方差下的标定误差均值比较

Fig. 6　 Comparison
 

of
 

calibration
 

mean
 

error
 

under
different

 

variance
 

of
 

laser
 

noise

3)将随机输入棋盘格的个数从 3 个逐渐增加到 8
个,在不同棋盘格输入个数下利用误差均值和误差分布

两个指标来进行误差分析。 激光数据加上方差 20 mm 的

高斯噪声,不同棋盘格输入个数下均独立进行 100 次实

验。 图 8 为误差均值分析,可以看出当棋盘格输入个数

为 3 时,相比于 Francisco 方法和 Hu 方法,本文方法的旋

转矩阵精度分别提升了提高了 33°和 7°,平移向量精度

分别提高了 6 m 和 0. 5 m,性能提高非常大。 当棋盘格输

入个数为 4 ~ 8 之间时,相比于 Francisco 方法和 Hu 方法,
本文方法的旋转矩阵精度分别提升 50% ~ 65%和 20% ~
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图 7　 不同激光噪声方差下误差值分布比较

Fig. 7　 Comparison
 

of
 

calibration
 

error
 

distribution
under

 

different
 

variance
 

of
 

laser
 

noise

45%,平移向量精度至少提高了一个量级。 图 9 为误差

分布分析,可以看出本文方法的误差分布稳定在一个较

小的范围内,没有出现误差很大的解,数值稳定性更好。
当输入棋盘格的数量较少时(3 ~ 4 个棋盘格),本文方法

就能提供准确的标定结果,而其他算法需要 5 ~ 6 个棋盘

格才能实现可靠的标定。
3. 2　 实际环境实验

　 　 实验中采用的激光雷达是上海思岚科技公司的

RPLIDAR
 

A2M8 单线扫描激光雷达,扫描半径为 16
 

m。
采用的摄像机是 Canon

 

EOS200D,图像分辨率设置为

6
 

000
 

pixels×4
 

000
 

pixels。 输入 4 个棋盘格的观测数据

情况下,使用本文方法和文献[6]
 

Hu 方法进行标定,通
过将激光数据映射到成像平面上来验证标定结果。

图 10 显示了映射的图像,其中星号表示 Hu 方法映

射的结果[6] ,圆圈表示本文方法映射的结果。 明显可以

看出,使用本文方法的激光点在棋盘格和墙面等平面上

的投影非常接近,本文方法有更多的激光点投影在走廊

墙面上的,投影结果更符合真实情况,更具有合理性。

4　 结　 论

　 　 本文提出了一种鲁棒的最小解标定方法,对 P3P 问

题的求解算法和解误差度量进行改进,提高了标定结果

　 　 　 　

图 8　 不同棋盘格输入个数下的标定误差均值比较

Fig. 8　 Comparison
 

of
 

calibration
 

mean
 

error
 

under
different

 

number
 

of
 

chessboards

图 9　 不同棋盘格输入个数下标定误差分布比较

Fig. 9　 Comparison
 

of
 

calibration
 

error
 

distribution
 

under
different

 

number
 

of
 

chessboards
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图 10　 激光点在图像上进行投影

Fig. 10　 The
 

laser
 

point
 

is
 

projected
 

on
 

the
 

image

的稳定性。 主要贡献有两点:1) 提出了基于改进 RP3P
算法的外参数求解方法。 该方法利用 RP3P 算法求解

P3P 问题,提高几何退化情况下解的精度,并利用 P3P
问题多项式的极值点将缺失解重新获取回来,增强噪声

扰动下解的稳定性。 2)提出基于可信度加权观测概率的

最优解选择策略,使用加权后的观测概率模型进行最优

解选择,为评价各个解偏离真实值的程度提供了可靠

度量。
通过仿真实验和真实实验,在有效解概率和标定精

度上本文方法有明显提高。 相比于 Francisco 方法和 Hu
方法,在不同棋盘格输入个数下,本文方法的有效解概率

提高了 10% ~ 50%和 2% ~ 20%,旋转矩阵精度分别提升

50% ~ 65%和 20% ~ 45%,平移向量精度更是至少提高了

一个量级。 在不同噪声水平下,本文方法的有效解概率

分别提升 5% ~ 41%和 2% ~ 20%,旋转矩阵精度提高了

2° ~6°和 1. 5° ~ 2°,平移向量精度提高了 180 ~ 520 mm 和

150 ~ 180 mm,性能提高明显。 进一步的研究工作将利用

观测数据之间的运动信息构建适应性更强的约束,增强

标定方法的鲁棒性和适应性。
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