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板球系统的最优组合趋近律滑模控制∗

李江峰　 向凤红

(昆明理工大学　 信息工程与自动化学院　 昆明　 650500)

摘　 要:针对板球系统轨迹跟踪精度低、震荡大以及实时性差的问题,提出了一种基于遗传算法优化的组合趋近律滑模控制方

案。 首先运用 Ackermann 公式设计的滑模面来表达不连续的超平面;其次,在滑模前期采用指数趋近律来减小抖振幅度,后期

运用变速趋近律使抖振收敛;最后,运用遗传算法来进行参数选定。 实验结果表明,组合趋近律相对变速趋近律起始输出振幅

降低了 2. 2,遗传算法优化后收敛时间较优化前减少了 0. 4
 

s。 采用 Lyapunov 理论证明了控制器的稳定性,仿真验证了控制策

略具有良好的动态品质和稳态性能,满足板球系统轨迹跟踪要求。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

solve
 

the
 

problems
 

of
 

low
 

tracking
 

accuracy,
 

large
 

oscillation
 

and
 

poor
 

real-time
 

performance
 

of
 

ball
 

and
 

plate
 

system,
 

a
 

sliding
 

mode
 

control
 

scheme
 

of
 

combinatorial
 

reaching
 

law
 

based
 

on
 

genetic
 

algorithm
 

is
 

proposed.
 

Firstly,
 

the
 

sliding
 

mode
 

surface
 

designed
 

by
 

Ackermann
 

formula
 

is
 

used
 

to
 

express
 

the
 

discontinuous
 

hyperplane;
 

secondly,
 

the
 

exponential
 

reaching
 

law
 

is
 

used
 

to
 

reduce
 

the
 

buffeting
 

amplitude
 

in
 

the
 

early
 

stage
 

of
 

the
 

sliding
 

mode,
 

and
 

the
 

variable
 

speed
 

reaching
 

law
 

is
 

used
 

to
 

converge
 

the
 

buffeting
 

in
 

the
 

later
 

stage.
 

Finally,
 

the
 

genetic
 

algorithm
 

is
 

used
 

to
 

select
 

the
 

parameters.
 

the
 

experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

initial
 

output
 

amplitude
 

of
 

the
 

combined
 

reaching
 

law
 

is
 

reduced
 

by
 

2. 2
 

compared
 

with
 

the
 

variable
 

speed
 

reaching
 

law,
 

and
 

the
 

convergence
 

time
 

after
 

genetic
 

algorithm
 

optimization
 

is
 

reduced
 

by
 

0. 4
 

s.
 

The
 

stability
 

of
 

the
 

controller
 

is
 

proved
 

by
 

Lyapunov
 

theory,
 

and
 

the
 

simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

control
 

strategy
 

has
 

good
 

dynamic
 

quality
 

and
 

steady-state
 

performance,
 

and
 

meets
 

the
 

trajectory
 

tracking
 

requirements
 

of
 

the
 

ball
 

and
 

plate
 

system.
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0　 引　 言

板球系统是一个不稳定的非线性系统,具有多变量、
欠驱动和强耦合的特性,可用于验证各种控制方案的性

能,其研究成果可应用于工业控制和航空航天等领域[1] 。
针对板球系统的控制问题,国内外学者做了大量研究。
对板球系统的控制包括小球的定点保持和轨迹追踪,其
机理是通过控制平板在 X 和 Y 轴的倾斜来控制小球的运

动,最终达到控制效果[2-5] 。 文献[6]将指数趋近律滑模

控制运用到板球系统中,使系统具有良好的动态性能,且
控制器输出振幅较小,但系统不能收敛、持续抖振的问题

仍然存在。 文献[ 7] 将模糊滑模控制运用到板球系统

中,能够实现轨迹跟踪,但存在响应速度慢的问题。 为了

提高板球系统的追踪速度,文献[8-9]设计了级联分数阶

滑模控制器控制板球系统,使系统的动态品质有所提升,
但稳态性能欠缺。 人工神经网络技术[10] 、自适应法[11] 、
观测器方法[12] 和非奇异终端滑模[13] 对滑模控制的响应
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速度提升及抖振抑制均有效果,但控制参数需依靠经验

进行选定,增加了控制难度。
本文主要对板球系统的轨迹追踪问题进行研究。 针

对滑模控制存在的上述问题,提出了一种基于遗传算法

优化的组合趋近律板球系统滑模控制策略。 首先,在满

足 Lyapunov
 

稳定性的情况下,在滑模前段采用指数趋近

律,使得控制器输出具有较小的抖振幅值;后段则采用变

速趋近律,在提高系统响应速度的同时也使控制器输出

能收敛为 0;其次,采用 Ackermann 公式来设计滑模面,以
简单的形式表达了不连续的超平面;最后引入了遗传算

法对控制参数进行寻优,既优化了控制效果也降低了控

制难度。 通过仿真实验验证了所设计控制方案具备良好

的动态品质和稳态精度。

1　 板球系统的数学模型

本文研究是基于固高公司研发的 GBP2001 板球系

统实验平台进行的。 该板球系统主要由平板、小球、摄像

头、伺服电机和工控机组成,其实物模型如图 1 所示。

图 1　 GBP2001 板球系统实物模型

Fig. 1　 Physical
 

model
 

of
 

GBP2001
 

ball
 

and
 

plate
 

system

1. 1　 板球系统的数学建模

以平板中心为原点建立直角坐标系,对 Z 轴加以限

制,保留 X 轴和 Y 轴的自由度,建立板球系统物理模型,
如图 2、3 所示。

图 2　 板球系统的 X 轴物理模型

Fig. 2　 X-axis
 

physical
 

model
 

of
 

ball
 

and
 

plate
 

system

考虑到板球系统的 X 轴和 Y 轴存在耦合,且该系统

是典型的非线性系统,难以建立精确的数学模型,故本文

采用拉格朗日方程对板球系统进行数学建模。 在建模前

需要作出如下假设:1)忽略平板与小球之间的摩擦;2)

图 3　 板球系统的 Y 轴物理模型

Fig. 3　 Y-axis
 

physical
 

model
 

of
 

ball
 

and
 

plate
 

system

任何时刻小球与平板之间的运动均为接触式滚动,不存

在滑动或板球脱离现象;3)忽略平板的角速度;4) 假设

平板无限大;5)X 轴和 Y 轴完全对称。
建立的板球系统数学模型微分方程组如式(1),其

中各变量意义如表 1 所示[14] 。

x:(m +
Ib
r2
b

)x·· + m(xα·2 + yα·β
·

) + mg
 

sinα = 0

y:(m +
Ib
r2
b

)y·· + m(yβ·2 + xα·β
·

) + mg
 

sinβ = 0

α:( Ib + Ip + mx2)α·· + m(xyβ
·· + x·yβ

· + xy·β
·

) +

2mxx·α· + mgx
 

cos
 

α = F( x)

β:( Ib + Ip + my2)β
·· + m(xyα·· + x·yα· + xy·α·) +

2myy·β· + mgx
 

cos
 

β = F( y)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(1)

表 1　 参数变量意义及单位

Table
 

1　 The
 

meaning
 

and
 

parameters
 

of
parameter

 

variables
变量 意义 单位

m 小球质量 kg
g 重力加速度 m / s2

rb 小球半径 m
Ib 小球转动惯量 kg·m2

Ip 平板转动惯量 kg·m2

F( x)、F( y) 平板 X、Y 方向转矩 kg·m2 / s2

α、β 平板 X、Y 方向倾角 rad
x、y 小球 X、Y 方向坐标 m

1. 2　 板球系统的简化数学模型

当小球处于稳定状态时,平板在 X 和 Y 轴的倾角 α
和 β 均为 0,且控制小球运动时平板的角度变化也很小,
故为了简化复杂系统,可将平板倾角的正弦值近似为倾

角本身,倾角变化率(角速度)也近似为 0。 在实际控制

中,控制平板运动的两个伺服电机位置也是固定的,因此

将平板的转矩也忽略。 即:
sinα ≈ α,sinβ ≈ β (2)
α· ≈ 0,β· ≈ 0 (3)
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F( x) ≈ 0,F( y) ≈ 0 (4)
将式(2) ~ (4)代入式(1),得到线性化的板球系统

数学模型为:
x:(m + Ib / r

2
b)x

·· + mg
 

sin
 

α = 0

y:(m + Ib / r
2
b)y

·· + mg
 

sin
 

β = 0{ (5)

选取系统状态变量为:
x = [x1 　 x2 　 x3 　 x4 　 x5 　 x6 　 x7 　 x8] T =

[x　 x·　 α 　 α· 　 y　 y·　 β 　 β
·

] T (6)
则板球系统的状态空间描述方程为:
x· = Ax + Bu
y = x{ (7)

其中:

A =

0
0
0
0
0
0
0
0

1
0
0
0
0
0
0
0

0
- λg

0
0
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0

- λg
0
0

0
0
0
0
0
0
1
0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(8)

B =
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

é

ë
êê

ù

û
úú

T

(9)

λ = m
m + Ib / r

2
b

(10)

本文取 g= 9. 81
 

m / s2,Ib = 0. 4mr2
b 并代入式(10),则

有 λg= 7. 007
 

1[15] 。 代入式中可得关于 X 轴系统的状态

空间描述方程如式(11)所示。

x
· =

x·1

x·2

x·3

x·4

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

= Axx + Bxu,yx = Cxu (11)

　 　 其中:

Ax =

0 1 0 0
0 0 - 7. 007

 

1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

,Bx =

0
0
0
1

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Cx = [1 0 0 0] (12)
将系统分解成关于 X 轴和 Y 轴两个子系统后,因两

个子系统是对称的,其解耦也相同,因此本文只分析关于

X 轴子系统。 关于 Y 轴子系统原理相同,本文不再赘述。

2　 基于组合趋近律滑模控制器设计
 

滑模控制具有系统“结构”随时间变化的开关特性,

此控制方案可以让系统在特定条件下沿着一定的状态轨

迹运动,使系统具有良好的鲁棒性。 但由于时间与空间

滞后开关、系统惯性等影响使得系统不可避免地产生了

抖振现象。 为解决系统抖振问题,趋近律方法[16-17] 常被

用在滑模控制中。
2. 1　 滑模控制器设计

 

滑模控制由趋近过程和滑动模态两个部分组成,其
中趋近过程就是系统还未到达滑模面或有限次穿过滑模

面阶段,滑动模态则是系统完全处于滑动模态区时。 因

此,可将控制器输出 u t(x,t) 分为等效控制 ueq(x,t) 和切

换控制 un(x,t) [18] 。
针对线性化的板球系统滑模控制器, 本文采用

Ackermann 公式设计滑模切换函数,即:

s = Cx = ∑
n

i = 1
cix i (13)

则有:
s· = Cx· (14)
其中, s 是时间与状态的函数。 Ackermann 公式描

述为:
C = eTP(A) (15)
eT = [0 … 1][b Axb … An-1

x b] -1

P(λ) = (λ - λ 1)…(λ - λ n-1)(λ - λn) =

p + p2λ + … + pn-1λ n-2 + λ n-1

ì

î

í

ï
ï

ïï

(16)

式中: p 为拉普拉斯算子; λ i 为滑模面上的动态特征值。
将式(14)代入式(11),可得:
u =-(CBx)

-1(CAxx - s·) (17)
2. 2　 指数趋近律

指数趋近律由等速趋近项 - εsgn( s) 和指数趋近项

- ks 所组成。 其趋近律如式(18),系统离散化以后的相

轨迹如图 4 所示。
s·e =- εsgn(s) - ks,ε > 0,k > 0 (18)

图 4　 指数趋近律相轨迹

Fig. 4　 Phase
 

trajectory
 

of
 

exponential
 

reaching
 

law

　 　 虽然指数趋近律可通过调整趋近参数使系统的抖振

幅度降低,但其自身切换带始终与切换面平行,且不收敛
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于原点,导致系统最终在原点附近抖振而不能稳定。 因

此单纯的使用指数趋近律可能增加控制器负担,存在一

定弊端。
2. 3　 变速趋近律

变速趋近律即控制的趋近速度与系统的状态范数成

比例,离散后系统的切换带是两条过原点的射线。 故系

统将稳定的收敛于原点,具有良好的稳态性能。 但运动

点刚进入切换带时,由于系统状态范数比较大,会产生幅

度较大的抖振,影响系统动态品质。 变速趋近律的表达

式如式(19),相轨迹如图 5 所示。
s·v =- ε′‖x‖1sgn(s) (19)

式中:系统状态范数 ‖x‖1 = ∑
n

i = 1
x i 。

图 5　 变速趋近律相轨迹

Fig. 5　 Phase
 

trajectory
 

of
 

variable
 

speed
 

reaching
 

law

2. 4　 组合趋近律滑模控制器设计

本文将指数趋近律与变速趋近律相结合,即在滑模

控制的前部分采用指数趋近方案,在后段及稳定部分,采
用变速趋近方案,构成组合趋近律的滑模控制策略。 其

目的在于,在滑模控制的前部分,指数趋近律在到达设计

切换面时不会引起较大的抖振;而在后段采用变速趋近

律使系统能够稳定地收敛于原点。 基于组合趋近方案的

控制器保留了指数趋近律和变速趋近律各自的优点,具
有良好的控制效果。 其离散后的相轨迹如图 6 所示。

图 6　 组合趋近律相轨迹

Fig. 6　 Phase
 

trajectory
 

of
 

combinatorial
 

reaching
 

law

此控制器需要选定一个变换参考值 k0, 当系统状态

范数大于参考值时采用指数趋近律,小于或等于参考值

时则采用变速趋近律。 在参考值的选取过程中,若 k0 过

大则难以发挥指数趋近律的优点,若 k0 过小则抖振幅值

增大。
故系统的组合控制律为:
ueq(x,t) = -(CBx)

-1CAxx (20)

un(x,t) =
- (CBx)

-1(CAxx - s·e)‖x‖1 > k0

- (CBx)
-1(CAxx - s·v)‖x‖1 ≤ k0

{
(21)

u t(x,t) = ueq(x,t) + un(x,t) (22)

2. 5　 稳定性分析

当运动点处于趋近过程时,为了保证系统能够进入

到滑动模态并且保持稳定,建立李雅普诺夫函数如式

(23)。

V = 1
2
sTs ≥ 0 (23)

由式(23)可得:
V· = sTs· (24)
 

将式(14)、(18) (19) 代入式(24),当 ‖x‖1 > k0

时,有:

V
·
= sTs· = sTCx· = sT(CAxx + CBxu) =

sT[CAxx + CBx(CBx)
-1∗( - CAxx - εsgn(s) - ks)] =

- sT(εsgn(s) + ks) ≤ 0 (25)
当 ‖x‖1 ≤ k0 时,有:

V· = sTs· = sTCx· = sT(CAxx + CBxu) =
sT[CAxx + CBx(CBx)

-1∗( - CAxx -‖x‖1ε′sgn(s))] =
- sT(ε′‖x‖1sgn(s)) ≤ 0 (26)

　 　 因 V
·

≤ 0, 故此系统是渐近稳定的。

3　 遗传算法参数寻优

3. 1　 遗传算法控制器寻优描述
 

由于所设计的板球系统滑模控制器趋近律参数(包

括前期指数趋近律参数 ε、 k 以及后期变速趋近律参数

ε′、k0)都是依靠经验及调试验证得到的,而参数选取不

同对控制效果影响较大。 因此为使控制效果最优且简化

控制难度,本文采用 20 世纪 60 年代提出的遗传算法[19]

来对系统进行参数寻优。
遗传算法是一种基于群体、模拟自然进化(包括选

择、交叉和变异)、进而搜索到最优解的方法[20] 。 运用遗

传算法对滑模控制器参数寻优时,交叉概率 Pc 及其变异

概率 Pm 的求取至关重要。 其数学表达式分别为:
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Pc =
Pc2

-
(Pc2

- Pc1
)( fmax - f′)

fmax - f
,f′ ≥ f

Pc2
,f

 

′ < f

ì

î

í

ï
ï

ïï

(27)

Pm =
Pm2

-
(Pm2

- Pm1
)( fmax - f)

fmax - f
,f ≥ f

Pm2
,f < f

ì

î

í

ï
ï

ïï

(28)

其中各变量含义如表 2 所示。

表 2　 交叉、变异概率公式变量含义

Table
 

2　 Variable
 

meaning
 

of
 

crossover
 

and
mutation

 

probability
 

formula
变量 意义

Pc1
、Pc2 交叉概率初始值、终值

Pm1
、Pm2 变异概率初始值、终值

f 变异个体适应度

f 适应度平均值

f
 

′ 交叉个体适应度较大值

fmax 适应度最大值

3. 2　 遗传算法优化过程

1)对所选参数进行初始化,选取控制器需要优化的

参数 ε、 ε′、k、k0 所 对 应 的 染 色 体 基 因 组 为 θi =
[P1 P2 P3 P4]。

2)建立适应度函数。 以系统误差作为惩罚项建立的

目标函数为:
FJ =

∫
∞

0

(γ1t ex(t) + γ2u
2(t))dt + γ3tu,ex(t) > 0

∫
∞

0

(γ1t ex(t) + γ2u
2(t) + γ4t ex(t) )dt + γ3tu,ex(t) ≤ 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(29)
其中, ex( t) = xd( t) - x1( t),xd( t) 为 x轴上预定的实

时轨迹, x1( t) 为 x 轴上实际输出的实时轨迹, γ i( i = 1,
2,3,4) 为调节系数。 种群个体的适应度公式为:

f(θi) = 1
1 + FJ

(30)

3)设计遗传算子( 选择、交叉、变异算子) 的表达

式为:

P(θi) =
f fit(θi)

∑
n

κ = i
f(θκ)

(31)

θX = σθx + (1 - σ)θy

θY = σθy + (1 - σ)θx
{ (32)

q′κ = Δqκ (33)
式中: θx、θy 和 θX、θY 分别为交叉前和交叉后的个体;σ 为

交叉系数;Δ 为变异系数; qκ 为随机变异概率。
4)满足迭代次数,输出最优参数为止。

4　 实验仿真结果分析

本文是在基于 MATLAB
 

2018a 的 Simulink 环境中完

成仿真的。 预设的小球跟踪轨迹为心形轨迹,其轨迹表

达式为:
xd = 2(cos(π × t) - 0. 5cos(2π × t))
yd = 2(sin(π × t) - 0. 5sin(2π × t)){ (34)

引入干扰项函数为

Kx = 0. 1sin( t) + 0. 1cos( t)
Ky = 0. 1sin( t) + 0. 1cos( t){ (35)

系统的初始状态为 x0 = - 1 0 2 0[ ] ,根据遗传

算法寻优后参数选取为 ε = 10. 17,ε′ = 5. 2,k0 = 2. 04。
因系统 n = 4,所以取 λ1 =- 1,λ2 =- 2,λ3 =- 3, 根据

Ackermann 公式求得 C = - 0. 86 - 1. 57 6 1[ ] , 系

统仿真时间选取为 4
 

s。 仿真结果如图 7 ~ 13 所示。

图 7　 优化前组合趋近律控制器输出

Fig. 7　 Output
 

of
 

combinatorial
 

reaching
 

law
controller

 

before
 

optimization

图 8　 优化后指数趋近律控制器输出

Fig. 8　 Output
 

of
 

optimized
 

exponential
 

reaching
 

law
 

controller

图 7 和 10 分别为遗传算法优化前后组合趋近律控

制器的输出。 由图 7 可知,优化前指数趋近部分趋近速

度过大,运动点快速到达滑模面,但同时也使得系统的振
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图 9　 优化后变速趋近律控制器输出

Fig. 9　 Output
 

of
 

optimized
 

variable
 

speed
reaching

 

law
 

controller

图 10　 优化后组合趋近律控制器输出

Fig. 10　 Output
 

of
 

optimized
 

combinatorial
reaching

 

law
 

controller

荡幅度过大( -12 ~ 10);指数与变速趋近律变换值 k0 过

小,从而掩盖了变速趋近律的控制优势,使得控制器输出

收敛时间为 1. 3
 

s。 优化后的组合趋近律控制器输出振

荡幅值小( -1. 8 ~ 0. 5),控制律转换值 k0 使输出无跳跃

且平稳,收敛时间为 0. 68
 

s。 验证了遗传算法参数寻优

的有效性。
由图 8 ~ 10 的对比可以看出,组合趋近律结合了指

数趋近律震荡幅度小与变速趋近律快速收敛于原点的优

点,使控制器输出抖振幅值减小且稳定收敛于原点,验证

了控制器的有效性。
由图 11 可知,优化后的 3 种控制律的轨迹对比表

明,在响应的开始,组合趋近律因前段为指数趋近律,故
响应速度比变速趋近律缓慢;当状态变量 ‖x‖1 ≤ k0

时,组合趋近律由变速趋近项起作用,此时,组合趋近律

运动点离滑模面较变速趋近律更远,状态变量也更大,因
此组合趋近律的收敛速度略快于变速趋近律。

5　 结　 论

为了改善板球系统轨迹跟踪精度低、振荡大和实时

图 11　 优化组合趋近律的小球轨迹跟踪

Fig. 11　 Ball
 

trajectory
 

tracking
 

based
 

on
 

optimized
combinatorial

 

approach
 

law

性差的问题,本文提出了基于遗传算法优化的组合趋近

律滑模控制方案。 从滑模面设计、控制器输出抖振问题、
稳定性证明及运用遗传算法优化参数等方面,进行了板

球系统滑模控制器的分析、设计和效果验证。 通过仿真

实验表明,设计的控制器具有良好的鲁棒性,控制器输出

的抖振问题明显改善,响应速度和精度也有所提升,具有

良好的动态品质和稳态精度。 接下来将对系统响应速度

的提升做进一步研究。
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