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Lagrange 插值定理辅助小波变换法在
周跳探测中的应用∗
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摘　 要:在北斗导航定位领域,为获得准确的载波相位观测数据,必须对载波相位观测中出现的周跳现象进行有效探测和修复。
首先构造了单差、双差检测量,利用小波变换对单差、双差检测序列进行三尺度分解,同时提取高频系数和低频系数,从高频系

数奇异值可以观察出明显的周跳,然后通过 Lagrange 线性插值法对高频系数奇异值进行替换,将替换后的高频系数和低频系数

进行重构。 最后将重构信号与原始信号相减,可以获得周跳差值,利用该值对周跳进行一层一层的修复。 实验选择了 200 个无

周跳历元,在 100 历元处加入不同周跳,仿真结果发现该方法可以对 0. 5 周以上的周跳进行有效地探测和修复。
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Abstract:In
 

the
 

field
 

of
 

Beidou
 

navigation
 

and
 

positioning,
 

in
 

order
 

to
 

obtain
 

accurate
 

carrier
 

phase
 

observation
 

data,
 

the
 

cycle
 

slip
 

phenomenon
 

in
 

carrier
 

phase
 

observation
 

must
 

be
 

effectively
 

detected
 

and
 

repaired.
 

This
 

paper
 

first
 

constructs
 

single-difference
 

and
 

double-difference
 

detection
 

quantities,
 

then
 

using
 

wavelet
 

transform
 

to
 

three-scale
 

decomposition
 

of
 

single-difference
 

and
 

double-
difference

 

detection
 

sequences,and
 

extracting
 

high-frequency
 

coefficients
 

and
 

low-frequency
 

coefficients
 

at
 

the
 

same
 

time.
 

Obvious
 

cycle
 

slips
 

can
 

be
 

observed
 

from
 

singular
 

values
 

of
 

high-frequency
 

coefficients.
 

Then,
 

the
 

singular
 

values
 

of
 

high
 

frequency
 

coefficients
 

are
 

replaced
 

by
 

Lagrange
 

linear
 

interpolation,
 

and
 

the
 

high
 

frequency
 

coefficients
 

and
 

the
 

low
 

frequency
 

coefficients
 

are
 

reconstructed.
 

Finally,
 

the
 

reconstructed
 

signal
 

is
 

subtracted
 

from
 

the
 

original
 

signal
 

to
 

obtain
 

the
 

cycle
 

slip
 

difference
 

value,
 

which
 

is
 

used
 

to
 

repair
 

the
 

cycle
 

slip
 

layer
 

by
 

layer. In
 

the
 

experiment,
 

200
 

cycle-free
 

epochs
 

were
 

selected,
 

and
 

different
 

cycle
 

slips
 

were
 

added
 

at
 

100
 

epochs.
 

Simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

method
 

can
 

effectively
 

detect
 

and
 

repair
 

cycle
 

slips
 

of
 

more
 

than
 

0. 5
 

weeks.
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0　 引　 言

北斗卫星导航系统(BDS)是中国正在实施的自主发

展、独立运行的全球导航卫星系统( GNSS) [1-3] 。 在很多

领域都有广泛的应用,尤其是在高精度定位领域迅猛发

展[4] 。 在北斗的精密定位中,常常会因为树木、建筑物、
桥梁和山峰等障碍物造成卫星信号的中断,导致载波相

位观测值发生变化,整周计数发生突变,载波相位观测值

将会出现系统性偏差,严重影响定位、导航等功能的可靠

性和精度[5-6] 。 因此研究载波相位观测值最核心的工作

就是探测和修复周跳,如果发生周跳,在高精度定位中必

须予以消除。
探测和修复周跳的方法有很多,如多项式拟合需要

首先选取几个无周跳的相位观测值,但当目标动态变化

较大时,就会有很大的模型误差[7-8] 。 电离层残差法在电

离层活跃期间容易出现误判[9] 。 伪距与载波相位观测量

组合法只适用于快速、粗略地检测数据,无法得到很好的
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结果[10] 。 基于改进的 BDS 单频观测值周跳探测与修复

法必须对周跳判定的门限值取整,缺乏一般性[11] 。 基于

卡尔曼滤波算法的 GPS 双差观测值探测周跳无法对非

差相位观测值进行探测[12] 。 基于小波变换 GNSS 单差观

测序列周跳探测方法只适用于星间单差,具有很大的不

足之处[13] 。 为了解决载波相位观测值中出现的不敏感

周跳问题,文献[14-15]提出用北斗三频数据探测周跳的

方法,但该法只能减少不敏感周跳,无法探测所有的周

跳。 文献[16]尝试利用半和模型进行周跳探测,并引入

星间无电离组合层观测值,选择 MW 组合、星间无电离层

组合和电离层残差组合综合探测周跳,但无法对周跳进

行修复。 相对于其它方法而言,小波变换优势在于分析

信号可进行任意的放大平移并对其特征进行提取,具有

多分辨率分析的特点,并可以对信号进行多尺度分解,将
不易发现的小周跳“放大”,使周跳进一步突出,从而能

够准确地确定周跳发生的位置,有效地修复小周跳。
本文首先构造了单差、双差检测量,利用小波变换对

单差、双差检测序列进行三尺度分解,分解成 db3 小波,
同时提取高频系数和低频系数,观察高频系数奇异值可

以探测出周跳。 然后通过 Lagrange 线性插值法对高频系

数奇异值进行替换,将替换后的高频系数和低频系数进

行重构。 最后将重构信号与原始信号相减,可以获得周

跳差值,利用该值对周跳进行一层一层的修复。 实验仿

真发现可以对 0. 5 周以上的周跳进行有效的探测和

修复。

1　 周跳的定义及产生原因

在北斗卫星导航系统的载波相位测量中,接收机

所接收的实际是卫星载波信号和接收机信号的相位

差,包括接收机计数器累计的载波信号的整周数和不

足整周的小数部分。 后者是接收机信号与卫星载波信

号的相位差中不足一周的部分。 由于一些实际原因会

引起卫星信号的中断,会使计数器在累计过程产生中

断,导致整周数发生突变,而中断期间小数部分会保持

不变,因此会在计数中产生一个偏差,这偏差就是中断

过程失去的整周数,通常把这个现象称为周跳。 其示

意图如图 1 所示。
理论的载波相位观测值如式(1)所示。
φ = n0 + int(φ) + Fr(φ) (1)

式中: n0 为初始整周模糊度; int(φ) 为整周部分; Fr(φ)
为不足一周的部分。

在实际的载波相位测量中,导致周跳发生的原因有

很多,会包括如下几点。
1)一些楼层、树木、山峰的遮挡,会使信号在传播中

出现中断现象[17] 。

图 1　 周跳发生图

Fig. 1　 Cycle
 

hopping
 

diagram

2)由于电离层电子活动剧烈、多路径效应等问题使

卫星信噪比太低。
3)由于接收机的高动态、接收机设置软件的不周全

等问题使接收机出现故障,导致卫星很难锁定信号。
4)在跟踪卫星的过程中,由于某种原因造成信号失

锁,致使载波相位整周计数器无法连续计数,当重新恢复

跟踪时,会使整周计数不正确。

2　 周跳对定位精度的影响

周跳一直是载波相位中常见的现象。 在一般的载波

相位测量中,对于大周跳很容易被探测到,并且在数据预

处理时可以消除。 但是对于小周跳,尤其是很小的周跳,
如 1 周以及 1 周以下的周跳不容易被探测到,会使卫星

导航位精度产生严重的影响。 根据拉查佩利的统计,载
波相位观测值发生 1 周的周跳,对经度、纬度、高程的影

响分别为 ΔL = 0. 03 ~ 0. 06
 

m,ΔB = 0. 10 ~ 0. 18
 

m,ΔH =
0. 14 ~ 0. 16

 

m,由这些数值可以看出,存在一个周跳会对

定位误差达到厘米级以上。 因此,在北斗的精确定位中,
对周跳进行有效的探测和修复是一项至关重要的工作,
只有消除载波相位观测数据中的周跳,才会使定位精度

达到更高。

3　 小波变换的基本理论

傅里叶变换是常用的信号处理方法,傅里叶变换可

以看作是数学上的棱镜,将函数基于频率分解为不同的

成分,当考虑光时,讨论它的光谱或频谱,同样,傅里叶变

换能通过频率分析来分析一个函数。 而小波变换由傅里

叶变换发展而来,是一种时域分析方法,具有多频率分辨

率分析的特点,而且在时域频域都具有表征信号局部特

征的能力。 在低频部分,具有较高的频率分辨率和较低

的时间分辨率;在高频部分,具有较高的时间分辨率和较
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低的频率分辨率[18] 。 因此,小波分析法是一种进行频域

分析、时域分析和信号处理的理想工具。
3. 1　 小波原理

对于任意的函数 f( t) ∈ L2(R),f( t) 满足式(2) 所

示,L2(R) 是定义在实数轴 R 上的全体可测函数 f( t) 及

相应的函数运算内积所组成的集合。

∫∞

-∞
f( t) 2dt < ∞ (2)

小波是函数空间 L2(R) 中满足下述条件的一个函数

或信号 ψ( t), 如式(3)、(4)所示。

Cψ = ∫∞

-∞

ψ(w) 2

w
dw < ∞ (3)

∫
∞

-∞

ψ(w)dw = 0 (4)

通常, ψ( t) 被称为小波基函数、母小波或者小波母

函数。
对于任何的实数属于 (a,b),其中参数 a 不为 0,称

式(5) 所示形式的函数为小波母函数 ψ( t) 生成的依赖

于参数(a,b) 的连续小波函数,简称为小波。 小波母函

数在 x = b 附近波动,衰减速度由 a 值决定。 参数 a 称为

伸缩尺度参数,参数 b 称为平移尺度参数。

ψ
-

(a,b)( t) = 1
a

ψ( t
- b
a

) (5)

对于任意函数或信号 f( t), 其小波变换为:

W f(a,b) = ∫∞

-∞
f( t)ψ

-

(a,b)( t)dt =

1
a ∫∞

-∞
f( t)ψ( t

- b
a

)dt (6)

小波方差如下:

W f(a) = ∫
∞

-∞

W f(a,b) 2db (7)

式中: W f(a) 为小波方差; W f(a,b) 为小波系数。
3. 2　 典型小波

DB 小波是著名的小波分析学者 Daubechies 构造的

小波函数,简写为 dbN,N 为小波的阶数。 小波函数

ψ( t) 和尺度函数 ϕ( t) 中的支撑区为 2
 

N - 1,ψ( t) 的消

失矩为 N,随着阶次增大,消失矩阶数越大,频带划分效

果越好。 除 N = 1( haar 小波)之外,dbN 不具有对称性,
只有 N= 1 有明确的表达式,dbN(N≠1)没有明确的表达

式,但转换函数 h 的平方模是明确的。
记:

p(y) = ∑
N-1

k = 0
CN-1+k

k yk (8)

其中 CN-1+k
k 为二项式系数,则:

m0(w) = (cos2 w
2

)p(sin2 w
2

) (9)

式中:

m0(w) = 1
2

∑ 2
 

N-1

k = 0
hke

-jkw (10)

db3 小波如图 2 所示。

图 2　 db3 小波图

Fig. 2　 db3
 

wavelet
 

chart

3. 3　 小波分析法探测周跳

小波变换能够对信号进行多尺度分解,为信号数据

处理提供一种更加精细的分析方法,可以将高频部分逐

层分解,根据被分析信号的特征,自适应地选择相应频

带,使之与信号频谱相匹配,从而提高了时频分辨率。
载波相位观测值可以作为时间序列来进行分析,作

为时间函数时,它表现出来的是一条光滑的曲线,当发生

周跳时,这种光滑性就会被破坏掉。 相邻载波相位观测

值变化较大会影响周跳的检测,小波分析可以将特定的

频率成分提取出来,滤去其他成分,使周跳进一步突出,
这是有效探测周跳的关键。 根据小波原理可知,小波基

函数 ψ( t) 在变换时需要不断减小尺度参数 a,以便聚焦

到信号的细节处,并且增加频率分辨率对该细节处进行

变换寻求W f(a,b),平移参数 b的不断变化可以搜索到整

个信号,根据最大变换 W f(a,b) 的模值,就可以得到急剧

变化的时间结果 b,根据信号奇异性检测原理[19] ,b 所对

应的信号时间点,就是周跳所发生的历元。

4　 小波分析法对周跳的探测和修复

本文是用小波变换法对周跳进行探测和修复,对单

差、双差检测序列进行三尺度分解,提取高频系数和低频

系数,并且用 Lagrange 线性插值法对高频系数奇异值进

行替换,这种方法可以探测和修复周跳。

4. 1　 Lagrange 插值定理[20]

假设已知函数 y = f(x), 其中 x i 对应的函数值为

f(x i)( i = 0,1,…,n,x i ≠ x j,当 i ≠ j),参数 x i 的区间是



·198　　 · 电
 

子
 

测
 

量
 

与
 

仪
 

器
 

学
 

报 第 34 卷

[m,n], 则其对应的多项式如式(11)所示。

Qk(x) = ∑
k

i = 0
a ix i (11)

则:
f(x i) = Qk(x i)　 i = 0,1,…,k (12)
在区间 [x t,x t +1] 内,y t = f(x t),y t +1 = f(x t +1) 内对多

项式进行插值运算,获得 Lagrange 线性插值的基函数如

式(13)所示。
L1(x) = y t l t(x) + y t +1 l t +1(x) (13)

式中:t 为插值历元。

l t =
x - x t +1

x t - x t +1
,l t +1 =

x - x t

x t +1 - x t
(14)

相应的 Lagrange 插值多项式如式(15)所示。

Qk(x) = ∑
k

i = 0
l i(x)·y i = ∑

k

i = 0
(y i· ∏

k

j = 0,j≠i

x - x j

x i - x i
) (15)

4. 2　 周跳的探测和修复

当没有周跳时,载波相位观测值是一条平滑的曲线,
发生周跳时,曲线会出现跳变。 通常小周跳不易发现,而
小波分析法可以将“小周跳”放大,准确的确定周跳发生

的位置。 Lagrange 插值定理辅助小波变换法探测和修复

周跳的过程是将频带多层次划分,对信号进行多尺度分

解,提取特定的频率成分,当发生周跳时,频率系数就会

出现突变值,此时可以得到周跳所发生的准确位置。 在

系数发生突变的一个区域内,找出未突变系数值。 根据

Lagrange 插值定理,在一个给定的区间,由未突变系数值

计算突变位置的新值,用新值去代替原来的突变值,从而

对周跳进行层层修复,可以有效地修复周跳。
图 3 所示是本文探测和修复周跳的流程图,探测和

修复周跳的步骤如下。
1)获得北斗数据的载波相位观测值。
2)利用获得的载波相位观测值去构造双差检测量。

对单差、双差检测序列进行三尺度小波分解,分解成 db3
小波,同时提取高频系数和低频系数,若高频系数出现突

变值,则出现周跳,用 Lagrange 线性插值法对高频系数奇

异值进行插值替换。
3)将替换后的高频系数和低频系数进行重构,并将

重构信号和原始序列相减,从而获得周跳差值。
4)利用周跳差值对分解的 db3 小波进行一层一层的

修复,直到将周跳完美修复。

5　 实验仿真分析

本次数据是来自采样率为 5
 

s 的北斗载波相位观测

数据。 实验采用了 200 个历元无周跳载波相位观测数

据,为了对周跳进行探测和修复,分别在 100 历元加入

0. 3、0. 5 周跳,观察 Lagrange 线性插值辅助小波变换法

图 3　 周跳的探测和修复流程

Fig. 3　 Cycle
 

slip
 

detection
 

and
 

repair
 

flow
 

chart

对小周跳的探测和修复能力。 表 1 为实验的仿真参数。
表 1　 仿真参数

Table
 

1　 Simulation
 

parameters

参数 值

历元 200

采样率 / s 5

5. 1　 加入 0. 3 周跳的探测和修复能力

图 4 所示为加入 0. 3 周跳后单差检测序列小波分解

的高频系数图,图 5 所示为加入 0. 3 周跳后双差检测序

列小波分解的高频系数图。 从图 4 观察到尺度 1、尺度

2、尺度 3 的高频信号奇异值并不明显;从图 5 观察到尺

度 1、尺度 2 的高频信号存在奇异值。 因此可以看出小波

变换在双差模型中可以探测到 0. 3 周跳,但第 3 层高频

系数奇异值很小,很难对周跳进行有效的修复。
5. 2　 加入 0. 5 周跳的探测和修复能力

图 6 所示为加入 0. 5 周跳后单差检测序列小波分解

的高频系数图,图 7 所示为加入 0. 5 周跳后双差检测序

列小波分解的高频系数图。 从图 6 观察到尺度 2、尺度 3
的高频信号存在奇异值,可以探测出周跳,但是第 1 层奇
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图 4　 加入 0. 3 周跳的单差小波分解高频系数图

Fig. 4　 Adding
 

a
 

0. 3-week
 

jump
 

single-difference
 

wavelet
decomposition

 

high-frequency
 

coefficient
 

chart

图 5　 加入 0. 3 周跳的双差小波分解的高频系数图

Fig. 5　 Adding
 

a
 

0. 3-week
 

jump
 

double-difference
 

wavelet
decomposition

 

high-frequency
 

coefficient
 

chart

异值不明显,很难对周跳进行修复;从图 7 观察到尺度 1、
尺度 2、尺度 3 的高频信号均存在奇异值,而且奇异值明

显,需要对周跳进行修复。

图 6　 加入 0. 5 周跳的单差小波分解高频系数图

Fig. 6　 Adding
 

a
 

0. 5-week
 

jump
 

single-difference
 

wavelet
decomposition

 

high-frequency
 

coefficient
 

chart

从图 7 可以看出,尺度 1 的高频系数奇异值出现在

第 49 ~ 51 系数,尺度 2 的高频系数奇异值出现在第 25 ~

图 7　 加入 0. 5 周跳的双差小波分解高频系数图

Fig. 7　 Adding
 

a
 

0. 5-week
 

jump
 

double-difference
 

wavelet
decomposition

 

high-frequency
 

coefficient
 

chart

27 系数,尺度 3 的高频系数奇异值出现在第 14 个系数,
对高频系数进行 Lagrange 插值替换,插值结果如表 2 ~ 4
所示。

表 2　 第 1 层高频系数 Lagrange 插值结果

Table
 

2　 First
 

layer
 

high
 

frequency
 

coefficient
Lagrange

 

interpolation
 

result
序号 高频系数 Lagrange 插值

48 0. 087
 

8 ———
49 0. 195

 

7 0. 164
 

8
50 0. 593

 

1 0. 309
 

8
51 0. 266

 

5 0. 136
 

5
52 -0. 048

 

7 ———
53 0. 060

 

5 ———

表 3　 第 2 层高频系数 Lagrange 插值结果

Table
 

3　 Second
 

layer
 

high
 

frequency
 

coefficient
Lagrange

 

interpolation
 

result
序号 高频系数 Lagrange 插值

24 0. 003
 

4 ———
25 0. 166

 

0 0. 056
 

1
26 0. 385

 

0 0. 070
 

0
27 0. 059

 

9 0. 046
 

7
28 -0. 012

 

1 ———
29 0. 019

 

8 ———

表 4　 第 3 层高频系数 Lagrange 插值结果

Table
 

4　 Third
 

layer
 

high
 

frequency
 

coefficient
Lagrange

 

interpolation
 

result
序号 高频系数 Lagrange 插值

13 -0. 001
 

5 ———
14 0. 138

 

3 0. 039
 

4
15 0. 023

 

9 ———
16 -0. 012

 

3 ———
17 -0. 033

 

5 ———
18 0. 013

 

8 ———
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　 　 将 Lagrange 插值替换后的高频系数和低频系数进行

重构,再将重构信号与原始序列相减,得到周跳差值,利
用该值对有周跳的序列进行修复。 修复第 1 层得到的差

值如图 8 所示,同时修复第 1、2 层得到的差值如图 9 所

示,同时修复第 1 ~ 3 层得到的差值如图 10 所示。

图 8　 修复第 1 层得到的差值

Fig. 8　 Fix
 

the
 

difference
 

obtained
 

by
 

the
 

first
 

layer

图 9　 同时修复第 1、2 层得到的差值

Fig. 9　 simultaneously
 

repairing
 

the
 

difference
 

between
the

 

first
 

and
 

second
 

layers

周跳修复情况如表 5 所示。

表 5　 周跳修复结果

Table
 

5　 Weekly
 

jump
 

repair
 

results
修正高频系数 差值 修复值

第 1 层 0. 204
 

8 0. 5
第 1、2 层 0. 173

 

3 0. 5
第 1~ 3 层 0. 112

 

6 0. 5

　 　 修复之后的高频系数如图 11 所示,从图 11 看出,高
频系数不存在奇异值,序列不含周跳,说明修复完成。
5. 3　 比较

单差与双差的比较如表 6 所示。

图 10　 同时修复第 1~ 3 层得到的差值

Fig. 10　 Repairing
 

the
 

difference
 

between
 

the
 

first,
second

 

and
 

third
 

layers
 

at
 

the
 

same
 

time

图 11　 修复之后的高频系数图

Fig. 11　 High
 

frequency
 

coefficient
 

diagram
 

after
 

repair

表 6　 单差与双差的比较

Table
 

6　 Comparison
 

of
 

single
 

difference
and

 

double
 

difference

模型
加入 0. 3 周跳

探测情况

加入 0. 3 周跳

修复情况

加入 0. 5 周跳

探测情况

加入 0. 5 周跳

修复情况

单差 不能 不能 能 不能

双差 可以 不能 能 可以

　 　 从表 6 可以看出,本文方法可以对小周跳进行探测

和修复,同时适用于单差与双差序列,其中,单差模型中,
本文方法可以探测出 0. 5 周以上的周跳;双差模型中,本
方法可以探测出 0. 3 周以上的周跳,并且可以有效的修

复 0. 5 周以上的周跳,因此本文方法在双差中比单差有
更好的效果。

6　 结　 论

在北斗定位领域,载波相位观测值常会出现周跳现
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象。 因此本文用 Lagrange 插值法辅助小波变换对周跳进

行探测和修复,利用小波变换的多分辨分析对单差、双差

序列进行多尺度分解,同时提取高频和低频系数,对发生

突变的高频系数奇异值进行 Lagrange 插值替换,得到替

换后的高频系数,将替换后的高频系数和低频系数重构,
重构信号与原始序列做差,得到周跳差值,用该值对发生

周跳的序列进行修复。 实验仿真发现,本文方法不仅适

合单差也适合双差模型。 单差模型中,本文方法可以探

测出 0. 5 周以上的周跳;双差模型中,本文方法可以探测

出 0. 3 周以上的周跳,并且可以有效的修复 0. 5 周以上

的周跳。 因此,本方法在双差模型中有更好的效果,在探

测和修复周跳方面的能力要比现有方法效果好。
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